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摘要    为了描述真实世界是确定性与随机性的和谐统一的世界, 提出了复杂动

态网络的一种和谐统一的混合择优模型, 该模型引进一个关键的总混合比作为调

控参数, 实现所需的混合生长的演化复杂网络, 并把该思想方法应用于无权的和

含权的 3 个典型模型. 数值模拟和理论分析揭示了混合复杂动态网络随混合比变

化的若干普适特性, 兼备小世界效应和无标度性质, 具有应用潜力.  

关键词     和谐统一的混合择优模型  总混合比  无权和含权网络  三种幂律 

           分布  小世界特性  无标度特性 

国际上网络科学的两项重要发现: 小世界(SW, small world)效应 [1]和无标度(SF, scale-free)
特性 [2], 标志着复杂网络研究冲破了从 20 世纪 60 年代开始占据了 40 年之久的随机网络理

论的禁锢, 取得了突破性进展, 激起了国内外网络科学研究的热潮 [3~15]. 国内与国际研究基

本上同步进展. 然而, 当前如何真实地刻画实际网络特性, 以完善和发展复杂网络模型, 一直

是极富挑战性的课题之一. 迄今大多数研究集中在无权网络上, Barabaci和Albert (BA)[2]提出

的无标度网络及其各种变种是 具代表性的无权网络, 虽可反映网络结点之间简单连接方式

和主要相互作用的特性等信息, 但还不能反映实际网络结点之间相互作用的强度和连边的多

样性和差异性, 而含权网络不仅能够反映实际网络的拓扑结构, 而且可反映真实网络上的动

力学特征. Barrat, Barthelemy和Vespignani (BBV)[13]提出的含权演化网络模型具有代表性, 该
模型兼有点权、点度和边权的三种幂律分布, 即P(k) ≈ K−γ, 其中指数值在 2 ~ 3 之间, 与大部分

真实网络相符合. 然而, BBV模型无法揭示真实网络具有大的群聚系数C和度-度相关性等问题. 
为此, Wang等人 [14]提出了含权的交通流驱动演化(TDE)模型, 引进了相互影响的拓扑生长和强

度耦合同步两种机制, 使模型的结果与实际数据比较符合交通负荷增长速率的技术网络. 这
两个模型和当前大多数模型的共同不足是, 只考虑随机性而没有考虑确定性连接, 不太符合实

际网络. 因此, 无论无权网络还是含权网络模型都有待进一步改进和完善. 
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迄今, 大多数模型属于两种极端情形, 广义随机模型和确定性网络模型 [16]. 但是, 大家日

常观察到自然界和人类社会的一个 基本事实是, 真实世界是确定性与随机性和谐统一的, 
不能偏一概全. 混沌理论早已为确定性与随机性以及有序与无序的和谐统一提供了强有力的

证明, 既打破了拉普拉斯完全确定论, 又冲破了完全随机理论的禁锢 . 正如普利高津所指    
出 [17]: “在我们的世界里, 我们在所有层次上发现里涨落、分岔和不稳定性……. 今天, 我们不

怕‘非确定性假设’, 它是不稳定性和混沌的现代理论的自然结果, 一旦我们有了时间之矢, 就
会立刻明白自然的两个主要属性: 自然的统一性和自然的多样性.” 人类生活在一个既可确定

又有概率的世界, 这就是随机性与确定性的统一世界. 所谓“时间之矢”, 就是指时间发展方向, 
实际上就是任何事物随时间行进发生不可逆的演化过程, 而复杂动态网络的演化存在不可逆

过程, 例如WWW网和Internet网的发展就是不可逆过程. 随机性与确定性的共存现象普遍存

在于社会网络, 例如, 每年全国高考招生网、公务员考试网和社会就业(人才招聘)网等等, 都
包含随机性和确定性的两种混合择优过程及多种连接方式. 由混沌方程为结点组成的复杂动

态网络, 随着网络演化, 网络的分岔与混沌特性就是确定性和随机性的一种统一形式. 不论是

物理网络、还是生物网络和技术网络, 概不例外, 只是确定性和随机性混合程度依具体对象不

同而已, 必然是自然和谐地共存在复杂系统自组织之中. 因此, 混合择优生长模型在自然界和

人类社会具有广泛的实际基础, 符合自然的、社会的、物理的、技术的以及生命的大多数实际

网络情况.  
已经发现, 许多实际网络兼有小世界特性和无标度性质 [3,11,14], 它们的拓扑特性不仅具有

小的 短平均路径长度(APL), 而且具有大的平均群聚系数(ACC). 那么, 为什么现存的许多

广义随机网络模型并不能同时揭示或完全具备这些特性? 这是本文研究的推动力之一. WS小
世界模型描述了网络大小固定的规则圆周上, 只要有少数结点进行随机的远程连接, 就可导

致从规则到随机之间的转变特性, 于是我们又要问: 如果网络是生长演化情形, 那么生长网络

的连接方式从随机到规则, 或从规则到随机相互转变时, 将使拓扑特性和动力学行为发生什

么转变? 如果在随机性择优与确定性选优连接混合生长, 又会出现什么新的特点和规律? 寻
求这个问题的答案和相应的解决方法与途径, 正是本文研究的主要推动力之二. 就是基于上

述问题和推动力, 我们提出了复杂网络的一种和谐统一的混合择优模型(简称HUHPM), 把我

们的思想和方法应用于现有主要的无权网络和含权网络模型中, 并可推广应用于许多其他  
模型.  

1  和谐统一的混合模型(HUHPM)的基本思想和方法 
根据上述事实观察和分析, 在我们前面工作的基础上 [18,19], 进一步提出了HUHPM, 其基

本思想和方法的理论框架表达为 
 

和谐统一的混合模型 = 任一类型网络各自的生长方式与随机择优模式  

+ 确定性择优连接方式  , 
 

即 HUHPM 可依据任一类型网络各自的生长方式与随机择优模式, 如 BA 网络、BBV 网络和

TDE 网络各自生长规则, 然后进一步加进确定性择优连接方式, 按照度分布从大到小排序择

优, 还可以拓广采用其他确定连接方式, 实施把随机性连接与确定性连接相结合形式, 按照所

需的总混合比要求交替生长所需的网络规模大小. 为此, 首先定义一个统一的总混合比:  
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这里 d 为确定性择优连接的时间段次数, r 为随机性择优连接的时间段次数. 在网络生长演化

的过程中确保所要求的混合比大小, 实施随机性择优与确定性连接相结合, 究竟哪种连接优

先进行 , 完全可以灵活采用不同次序 , 使两者混合交替生长达到所需的网络大小规模 . 
HUHPM 实行混合生长网络的主要机制和原则如下:  

(ⅰ) 增长方式: 对现有的无权和有权网络模型, 先依它们原模型的各自己生长规则进行

生长. 例如, 对于BA模型(属于无权模型)[1], 开始于较少的孤立结点, 数量为m0 个, 在每个时

间间隔增添一个具有m(≤m0)条边的新结点, 连接这个新结点到m个不同的已经存在于系统中

的结点上. 对于BBV模型(属于含权模型)[13], 允许在老结点之间产生新的连边. 对于TDE模型
[14], 保持拓扑生长规则是, 每一时步网络生长出一个新结点, 与已有网络中的老结点连m条新

边. 如此按照原来模型增长方式进行下去.  
(ⅱ) 生长连接方式: 对于演化的每一时步采取哪种连接机制, 要根据随机性和确定性连

接之间规定的混合比 d/r, 在保证 终混合比 d/r 不变条件下, 可以有 3 种混合连接次序:  
HPAS-1: 先按随机性择优连接(RPA), 然后按照结点度从大到小排序, 取 m 个度 大的结

点进行确定性择优连接(DPA);  
HPAS-2: 先按 DPA 方式进行, 取 m 个度 大的结点进行连接, 然后 RPA 方式进行;  
HPAS-3: 可以随机确定 RPA 和 DPA 的优先连接顺序.  
由于网络规模大, 从统计意义上说, 3 种混合连接次序先后并不影响 终统计结果.  
(ⅲ) 确定性择优方式: 在每次连接后, 整个网络按照结点度从大到小进行排序: k1 > k2 

>…km >…> kn, 然后对 m 个度 大的结点进行优先连接. 这是一种 通常的确定性择优方式, 
符合当今社会人们 一般观念和基本原则, 比如对选择人才、产品或商品时, 人们总是在容许

的条件下选择 优秀的人才和 好的产品, 对技术网络也不例外, 希望达到 佳技术性能. 由
于社会领域、物理世界和工程技术领域的实际情况错综复杂, 选择方式可能存在多样性和灵 
活性.  

(ⅳ) 把 HUHPM 的思想与方法应用于 具代表性的已有的无权的 BA 模型、含权的 BBV 
模型和 TDE 模型, 分别称为它们为 HUHPM-BA 网络, HUHPM-BBV 网络和 HUHPM-TDE 网

络, 保持它们各自的增长方式和随机性择优特点; 关键不同点是: 这里不仅仅有随机方式, 而
且有确定性方式, 即必须是实行混合连接方式. 这样才符合随机性与确定性和谐统一的世界. 
按照整个网络生长过程一个具体的要求, 由和谐统一的混合比来控制网络生长过程, 随机性

择优和确定性选择交替进行, 直到生成所需要的网络规模为至.  
(ⅴ) 随机性择优方式: 把上述思想应用于现有的网络模型中依不同模型而定. 本文列举 3

个典型无权网络和含权网络.  
ⅰ) 对于 HUHPM-BA 网络, 新结点 n 与老结点 i 的随机优先连接概率正比于结点度 k

大小: 

 BA .i
n i

j
j

k
P

k→ =
∑

 (1) 

ⅱ) 对于 HUHPM-BBV 网络, 新结点 n 与老结点 i 的优先连接按照强度耦合概率: 

确定性择优连接(DPA)的时间步数 d 
随机性择优连接(RPA)的时间步数 r 
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这里 si 和 si 表示相应结点(i, j)的强度. 该模型考虑了边权, 即在老结点之间也允许产生新的连

边, 同时考虑已经存在的沿着连边的交通流也将随着网络的生长而不断更新.  
ⅲ) 对于 HUHPM-TDE 网络, 保持拓扑生长规则: 每一时步网络生长出一个新结点, 与已

有网络中的老结点连 m 条新边, 连边的优先(偏好)概率与(2)式相同, 即按照结点强度优先连接. 
每一条新边的权重亦设定为 w0 = 1. 老结点之间的连边含权择优服从强度耦合动力学规则, 在
每一时步, 所有可能的连边均按照强度耦合更新机制:  

 
1,       ,     

,           ,
ij ij

ij
ij ij

w Wp
w

w Wp

+⎧⎪→ ⎨
⎪⎩

以概率 

以概率 1-
 (3) 

其中 

 i j
ij

a b
a b

s s
p

s s
<

=
∑

 (4) 

是结点 i 与结点 j 之间连边按照强度耦合排序的择优概率, 由它确定权重 wij的增量. 如果

结点 i 与结点 j 不相连, 则 wij = 0. 边权的总增量受以下控制:  

 .ij
i j

w w
<

Δ =∑  (5) 

该模型简单设定 w 为常数, 用来大致反映整个网络的总交通负荷的增长速率. 该模型取 w > 1
的值不尽合理, 也不符合实际. 我们将考虑 w < 1 的情形.  

图 1 示出 3 种网络类型在不同混合比 d/r = 1/6, 1/1 和 6/1 下, 结点混合择优连接生长演化

的一种示意图.  
 

 
 

图 1  在不同混合比 d/r 下, HUHPM 3 种混合择优连接演化示意图 
(a) d/r = 1/6; (b) d/r = 1/1; (c) d/r = 6/1. 结点数目 N = 14, m = m0 = 3. 用实线示确定性连接, 虚线示随机性连接, 白点示起始 

点, 黑点示新加入的结点, 灰点示在一定择优连接后确定的优先点, 带圆圈的数字示新加入的结点以数字排列的顺序 
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由于图 1(a)属于 RPA 占优势, 网络拓扑结构类似于随机网络, 而且 d/r 越小, 即 r 越大, 应
该越来越类似于完全随机网络; 图 1(b)中 d/r = 1/1 两者混合势均力敌, 已经能初步看出 DPA 所

带来的群聚效果; 图 1(c)属于 DPA 占优势, 出现了高群聚的结点, 而且以后随着 d/r 增加, 凝
聚的程度越高. 数值模拟表明, 在同一混合比下三种先后不同混合连接次序的网络连接图并

不影响 终拓扑性质. 
需要强调指出: 任何其他不同领域的网络模型都可以在整个和谐统一的混合模型框架下

同法进行重新研究, 既能够保持原来模型的特点和规律, 而且还赋以模型新的特性, 使得原有

的模型更加符合真实世界的网络情形. 

2  无标度特性及其指数对混合比 d/r 的依赖性 
BA 模型及其变种的广义随机网络的 重要的拓扑特性是度分布具有负指数的幂律分布, 

一些实际网络也有类似的负指数幂律分布, 但是有些幂律曲线往往在顶部出现弯头和尾部出

现随机重尾巴, 只有中间部分是对数线性得比较好. 这种现象有多方面原因, 对于一类广义随

机网络负指数的幂律分布则是随机择优机制的结果, 重尾巴也是随机连接造成的, 另一原因

是理论模型不太符合实际或统计量不够充分造成. 那么, 能不能既保持负指数的幂律分布又

能消除随机重尾巴？本文研究表明 , HUHPM 方法能够同时达到这个目的 . 图 2 给出了

HUHPM-BA 网络度幂律分布的负指数γ 随对数混合比 log(d/r)变化的关系图, 图 2 内嵌套 3 种

不同连接次序(HPAS)下度幂律分布 P(k)与 k 对数关系图, 不同混合比 d/r 分别为 0, 1/199, 1/19, 
1/1, 19/1, 199/1 情况, 文中所有的图都是采用网络尺寸 N = 6000 和 m = m0= 3. 图 2 不仅显示了

很好的结点度幂律分布特性, 而且只要确定性占有一定的比例, 所有幂律分布的随机重尾巴

就被抑制了. 随着确定性比例增加到占主导, 度分布出现高群聚结点. 从负指数γ 随混合比 d/r  
 

 
 

图 2  HUHPM-BA 网络度幂律分布的负指数γ 随混合比对数 log(d/r)变化图 
图内嵌套 3 种不同连接次序(HPAS-1, HPAS-2, HPAS-3)下度幂律分布 P(k)与 k 对数关系图 
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的变化进一步发现: γ 对混合比 d/r有强烈的依赖性或称高敏感性, 这是一个重要的共同拓扑新

特性, 同时存在一个阈值在 d/r = 1/1, 它是拓扑特性的一个转变点(相变点). 在 d/r ≤ 1 时, γ ≤ 

3, 这符合随机择优占主导的所有广义随机模型情形; 对于 d/r > 1 情形, 在 BA 模型和 BBV 模

型中, 尽管δ 不同, γ 按照 log(d/r)迅速上升; 对于 HUHPM-TDE 模型, 考虑 w < 1 情形是比较符

合实际情形, 因为实际相对干扰一般不会大于 1, γ 是随 log(d/r)迅速增加, 可达到非常大; 即使

对于原来 TDE 模型 w > 1 情形, γ 对 d/r也具有明显的依赖性; 一旦随机择优为 0 (r = 0, d/r →∞), 
则γ →∞, 在这种极端情形下度分布的幂律就消失了, 即不存在幂律分布. 这时度分布往往只

集中在几个高群聚结点上. 
从图 3 和 4 可见, 三种 HUHPM 网络的点度, 点强和边权的幂律指数γ 都对总混合比 d/r 

的变化具有高敏感性或强烈的依赖性, 该特性是共同的, 且当随机占主导时在 HUHPM-BBV 
 

 
 

图 3  在含权模型中点度幂律分布的负指数γ 与混合比 d/r 的关系 
(a) HUHPM-BBV 模型(在不同δ 下); (b) HUHPM-TDE 模型(在不同 w < 1 下) 

 

 
 

图 4  HUHPM 模型中点强和边权的幂函数指数γ 与混合比 d/r 的关系 
(a) 对于 HUHPM-BBV 和 HUHPM-TDE 的点强幂律指数; (b)对于 HUHPM-BBV 和 HUHPM-TDE 的边权指数 



 
 
 
 

 
236 中国科学 G 辑 物理学 力学 天文学 第 37 卷 

 

 

 

与 HUHPM-TDE 网络中与原来 BBV 和 TDE 模型所具有的幂函数分布相一致. 这些结果说明

HUHPM 网络模型能够把 BA 模型、BBV 模型与 TDE 统一在一个 HUHPM 理论框架里. 

3  幂指数γ 与混合比 d/r 关系的理论分析 
首先, 分别对HUHPM-BA, HUHPM-BBV和HUHPM-TDE网络情形进行一定的理论分析. 

这时, 结点度k(t)随时间t变化满足基本方程 [3]: 

 1

1

,i i i
N

j
j

k k k
m

t t
k

β
−

=

∂
= =

∂
∑

 (6) 

这里 

 
1

1
.

N

j
j

mk t
β

−

=
=∑  (7) 

可以肯定, 在 HUHPM 下β 本身必是 d/r 的某种函数关系, 只不过对不同模型具有不同的参数

值, 即 HUHPM 应用于不同模型时需要调整参数以适合不同情形. 通过仔细观察和分析, 我们

得到β 是一种指数函数的组合形式: 

 

3

3

2

1 4
2

/exp

,
/exp

A

A

d r
A

d rA A
A

β
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 (8) 

这里参数 A1 ~ A4 是可确定常数; 如果保持 ki 随时间 t 的变化同β 成正比, 并考虑初值条件后, 
我们可得 

 ,i
i

tk m
t

β
⎛ ⎞

= ⎜ ⎟
⎝ ⎠

 (9) 

于是, 网络的结点度分布 P(k)为 

 ( )
11 1

2 ,P k m k ββ
⎛ ⎞

− +⎜ ⎟
⎝ ⎠∝  (10) 

我们可得幂律分布的负指数γ 与混合比 d/r 的函数关系为 
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γ
β
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另外, 如果调整有关参数, 可使β 是混合比 d/r 的另一关系, 从而得到度幂律分布的负指数γ 与
混合比 d/r 的另一个函数关系:  

 0 1 3
2 4

/ /1 exp 1 exp .d r d rA A
A A

γ γ
⎛ ⎞ ⎛ ⎞⎛ ⎞ ⎛ ⎞

= + − − + − −⎜ ⎟ ⎜ ⎟⎜ ⎟ ⎜ ⎟⎜ ⎟ ⎜ ⎟⎝ ⎠ ⎝ ⎠⎝ ⎠ ⎝ ⎠
 (12) 

其中γ 0 = 3. 如图 5(a), 对于 3 种不同的混合次序, 在 3 种网络参数及 N = 6000 和 m = m0 = 3 下, 
上述两个理论结果与数值模拟曲线吻合得很好. 
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图 5  幂律分布的负指数γ 与混合比 d/r 关系的数值模拟结果与理论结果比较 
(a) UHPM-BA 网络; (b)HUHPM-BBV 网络; (c) HUHPM-TDE 网络 

 
对于 HUHPM-BA 网络, (11)和(12)式中参数列在表 1 中. 
对于 HUHPM-BBV 网络 , γ 不仅与混合比 d/r 有关 , 而且与权参数δ 有关 , 可导出

( ), /d rβ δ 是原来(8)或(12)式中β 的变体, 即 
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表 1  HUHPM 应用于 BA, BBV 和 TDE 模型时幂指数的计算公式和有关参数 
控制变量/参量 参数 

模型 计算方程 
d/r χ δ W A1 A2 A3 A4 

(11), 公式(1) 是    107.62317 74594.7464 −0.12849 A4 = γ 0 = 3 HUHPM-BA 
 (12), 公式(2) 是    6.13617 6.26677 13.60908 323.67565 

2  3972.21249 2813168942.9169 −0.08381  (17), 公式(3)
 

是 
  

4  5551.413 1540244321.0424 −0.08145  

2  134.04128 302.69868 15.14441 1.02978 

HUHPM-BBV 
 
 
 

 
(18), 公式(4)

 
是 

  
4  35.96354 1.06106 233.1824 267.94085 

0.05 0.07738 0.3114 −1.39247 1.03961 

0.3 0.07548 0.33715 −1.45829 1.03419 

0.5 0.06249 0.34483 −1.53529 1.0262 

0.7 0.06277 0.34907 −1.53086 1.02447 

(21), 公式(5)
 
 
 
 
 
 

是 
 
 
 
 
 
 

2 
 
 
 
 
 
 

 

0.9 0.06115 0.35477 −1.52504 1.02457 

0.05 7.92309 5.39626 0.89938 0.00014 

0.3 9.07618 5.53752 1.26503 0.0001 

0.5 9.8145 5.81671 1.65413 0.0001 

0.7 10.70325 5.88584 1.83152 0.0001 

HUHPM-TDE 
 
 
 
 
 

 
 
 
 
 
 
 
 
 

(22), 公式(6)
 
 
 
 
 
 

是 
 
 
 
 
 
 

0.5 
 
 
 
 
 
 

 

0.9 11.40359 5.93872 2.12625 0.0001 

 
这时, 其网络的结点度分布 P(k)为 
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所以, 对于 HUHPM-BBV 模型得到幂率的指数γ 为 
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另外, 我们同样得到 HUHPM-BBV 模型得到幂率的指数γ 与混合比的另一种关系: 
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 (17) 

(12)和(16)式的参数值也列在表 1 中, 理论结果与数值模拟结果如图 5(b), 两者曲线十分一致.  

对于HUHPM-TDE网络模型, 除了γ 与混合比d/r有关, 还与w有关, 这时所取 ( ),  /d rβ δ  

可以是原来(8)和(12)式中的β 的另一种变体 [14], 即 
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所以对于 HUHPM-TDE 模型的幂律指数γ 为 
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或 
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这里结点强度 s k χ∝ 引入χ, 在HUHPM-BBV中χ 是 1, 在HUHPM-TDE中χ 还与w有关 [14]. 对
(20)和(21)式的参数取值同样示于表 1中, 理论结果与数值模拟结果示于图 5(c)中, 两者曲线也

达到了一致. 
从上述理论(11), (12), (16), (17), (20)和(21)式和图 5 可见, 不论是 HUHPM-BA 网络, 还是

HUHPM-BBV 网络及 HUHPM-TDE 网络, 它们的幂率指数γ 与混合比 d/r 以及与权重有关的参

数(δ, w, m)之间都存在相当复杂的指数及参数反比的复合关系, 并非原来模型中简单的指数关

系, 所有公式都与混合比和原来模型的权重参数(d/r, δ, w, χ)之间存在复杂的函数关系, 说明

这种错综复杂的拓扑关系与产生的网络混合方式、结构、模型类型(参数)等紧密相关, 揭示了

两种混合择优方式既保持了和谐混合共存, 又体现它们之间的相互作用与竞争的状况. 上述 3
种典型网络的理论结果与模拟结果达到了一致的程度. 当然, 进一步探讨更精确的理论极具

挑战性.  

4  HUHPM 网络的小世界特性之一 
HUHPM 网络的突出的优点在于, 它不仅

具有上述 3 种幂律分布特性和指数γ 对混合比

的敏感性, 而且同时具有更加接近实际网络的

小世界网络的两大特性: 很小的 短平均距离

L 和较大的集群系数 C. 我们分别来讨论这两

个特性, 并与其他模型的结果相比较.  

4.1  最短平均路径距离L与混合比d/r的关系 

作为典型例子, 图 6 给出 HUHPM-BA 在

3 种不同择优连接次序下, 短平均路径距离

L 与混合比 d/r 的变化关系, 可见 短平均路

径距离 L 不受不同择优连接次序的影响. 对于

HUHPM-BA 模型, 短平均距离 L 与混合比

 

图 6  对于 HUHPM-BA 网络在三种不同择优连接

次序下, 短平均路径距离 L 与混合比 d/r 的关系 
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d/r 之间存在 3 个阶段: (ⅰ) 在 d/r ≤ 1/100, 属于随机性占主导情形, 这时 L 慢慢下降, 在 L = 
3.7 附近基本不变; (ⅱ) 在 1/100 < d/r < 1/1, L 值开始迅速下降, 从 3.7 下降到 2.3, 因为这个阶

段随机性占主导, 逐渐向确定性与随机性同等比例的过渡, d/r 接近阈值 d/r = 1/1, 所以 短平

均距离变化比较剧烈, 这是很自然的趋势; (ⅲ) 在 1/1 ≤ d/r < ∞, 确定性开始占主导, 以后就

占绝对优势时期, L 值下降非常慢, 大约从 2.3 下降到 2 附近就基本不变了, 真正达到 短平均

距离 L, 即两个结点之间 邻近距离, 这种小世界效应表现得特别突出. 
对于 HUHPM-BA 模型, 通过对数值模拟曲线进行理论拟合, 我们得到 短平均距离 L 与

混合比 d/r 的关系:  

 1 2
2 ,

/1

l l
L l

d r
a

α
−

= +
⎡ ⎤+⎢ ⎥⎣ ⎦

 (22) 

这里 1 3.79754,l = 2 1.99859,l = 0.21263,a = 1.07902.α =  从(22)式可见, 短平均路径距离 L 基

本上随混合比(d/r)的幂函数增加成反比减小, 在 d/r≥ 10/1 之后, L 趋于不变, 并且 L = 2, 这表

示在完全确定性连接下, 短平均距离就是两个结点的相邻距离. 图 6 还比较了 短平均路径

距离 L 与混合比 d/r 的模拟曲线和理论算曲线, 表明在 3 种不同连接顺序下不影响数值模拟的

结果, 并与理论结果相一致.  
进一步, 图 7 分别示出 HUHPM-BBV 模型(在δ < 1 不同值下)和 HUHPM-TDE 模型(在 w < 

1 不同值下) 短平均路径距离 L 与混合比 d/r 的关系图, 每个网络尺寸 N = 6000 和 m = m0 = 3. 
从图 7 可见, HUHPM-BBV 网络、HUHPM-TDE 网络与 HUHPM-BA 网络, 既存在相似的 L 与

d/r 之间的关系, 在δ = 0, w = 0 时与 HUHPM-BA 网络完全一样, 又出现新的特点. 对于 
HUHPM-BBV 模型, 在δ 大于 1 的不同值下曲线形状出现小 V 字形, 即有一个极小的 L, 对应

d/r = 1/1 附近; δ 越大, L 短值越小. 对于 HUHPM-TDE 模型(图 7(b)), L 值随着 w 增加而增加, 
存在与 HUHPM-BA 类似的 3 个阶段. 

这里提一下: 对于 HUHPM-TDE 模型在 w ≥ 1 情形, 同样得到随着 d/r 增加, w 越大, L 就

越小, 再次说明混合择优可使小世界效应比较原来 TDE 模型更接近实际网络.  
 

 
 

图 7  HUHPM 网络 短平均路径距离 L 与混合比 d/r 的关系 
(a) HUHPM-BBV 模型(在δ > 1 不同值下); (b) HUHPM-TDE 模型(w< 1 情形) 
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4.2  不同模型的最短平均距离 L 比较 

进一步, 把UHPM-BA网络与 3 种其他模型

下 短平均距离L进行具体比较, 这 3 种模型分

别是原来的BA模型、随机图模型和文献[3]中L
的理论计算方程(60), 图 8 示出 3 种结果比较. 从
图 8 可见, 确实HUHPM-BA所得到的平均路径

距离L 短, 其次是方程(60)的理论计算结果 [3], 
然后才是原来的BA模型结果, 平均路径距离

大是随时机图模型结果. 这些结果证明了采用

和谐统一混合择优应用于BA模型后, 从原来次

大平均路径距离L一下变成 短的平均路径距

离了. 这正是和谐统一混合择优方法的突出优

点之一, 说明该模型正好抓住了实际网络的主

要本质. 因此, 它更能反映实际网络的拓扑的重

要特性之一: 小世界效应的平均路径距离 短, 
更接近实际网络情形. 

4.3  最短平均路径距离 L 与网络尺寸 N 的关系 

为了揭示 短平均路径距离 L 与网络规模大小(尺寸)N 之间的关系, 图 9 给出把 HUHPM
在不同 d/r 下应用于 3 种类型网络情形, 在半对数横坐标下各条曲线从上到下分别取 d/r = 
1/199, 1/19, 1/9, 1/4, 1/2, 1/1, 2/1, 4/1, 9/1, 19/1, 199/1. 从图 9 看到: 对于图 9(a)HUHPM-BA 模

型, 以 L = 2.5 附近 d/r = 1/1 的三角形曲线为分水岭, 上面凡是 d/r < 1/1 的曲线 L 都是随着 N 
 

 
图 9  在不同 d/r 下 短平均路径距离 L 与网络规模 N 之间的关系 

(a) HUHPM-BA 网络; (b) HUHPM-BBV 网络; (c) HUHPM-TDE 网络 

 
图 8  在 d/r = 1 和<k> = 4 时 HUHPM-BA 方法与

3 种模型下 小平均路径距离 L 比较 
▲示 HUHPM-BA 结果; *示文献[3]中方程(60)理论计算 
结果; ●示原来的 BA 模型的结果; ■示随机图(ER)模型 

结果 
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的增加而增加, 这是随机性占主导的结果, 随机性越来越大, L 上升越来越大; 但是凡是 d/r > 

1/1的曲线, L都是开始随着尺寸 N的增加稍微增加, 变化很慢, 当混合比越来越大, L基本不变

了. 可见混合比 d/r 对 L 有明显的影响. 增加确定性可以减小 短平均距离 L. 对于图 9(b)中
HUHPM-BBV 网络 d/r = 1/4 的方块曲线为分水岭, 上面凡是 d/r < 1/4 的曲线 L 随着 N 的增加

存在一个 大值, 这是随机性占主导的结果, 随机性越来越大, L 大值也越来越大, 这与原

来随机网络理论一致; 但是凡是 d/r>1/4 后, 曲线 L 都是随着 N 的迅速下降, d/r 值越来越大, L
值越来越小, 终下降到 2 ~ 3 之间. 显然, 混合比 d/r 对 L 有十分明显的影响. 对于图 9(c)中
HUHPM-TDE 模型, L 都是随着 N 的增加而增加, 在 N 比较小时增加比较慢, 但是在 N > 103 之

后, 随着 N 增加, 引起 L 迅速上升, 这说明交通流驱动(TDE)模型容易导致 L 随着 N 增加而明

显增加, 但是当增加混合比 d/r 后仍然可以减小 TDE 模型的 短平均距离 L, 这样更加接近实

际网络情形. 

4.4  L 与参数之间关系的理论分析 

从理论上我们能得到 L 随γ (或 d/r)增加而下降的有趣的结论, 这是因为现在 L 是(γ, N, m)
的函数, 而且γ 又是 d/r 的函数, 所以 L 又同 d/r 密切有关. 如果γ 随 d/r 的增加而上升, 那么 L
随γ 增加而下降. 事实上, 从一般随机网络平均距离公式出发, 考虑确定性因素可能引起的影

响而引进调整参数 B, 我们有 
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这里 0.5772ζ ≈ 是 Euler 常数. 

对于 HUHM-BA 网络情形,  我们有 
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把(24) ~ (26)式代入(23)式, 我们得到 HUHM-BA 网络的平均距离计算公式:  
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这里 3γ > 或 d/r > 0.  

同理可得 
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这里 3γ = 或 d/r = 0. 

根据(27)和(28)式, 我们取 N =6000, m = 3, B = 40, 有 
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图  10(a)给出对于HUHPM-BA网络 L与γ 关系的理论曲线与数值模拟曲线的比较, 我们看

到两者的变化趋势是一致的. 
对于 HUHPM-BBV 模型, 从(23)式出发, 有 
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图 10  HUHPM 模型下 L 与γ 关系的理论曲线与数值模拟曲线的比较 
(a) HUHPM-BA 网络; (b) HUHPM-TDE 网络 
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把(30) ~ (32)式替入(23)式, 我们得到 HUHPM-BBV 网络的平均距离计算公式:  
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这里 3γ > 或 d/r > 0 

如果取 N = 6000, m = 3, B = 25, 我们有 
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对于 HUHPM-TDE 模型, 从(23)式出发, 与上述类似, 可分别求<k>和<k2>的表达式, 然后代入

(23)式, 我们得到 HUHM-TDE 网络的平均路径距离的计算公式:  
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其中 2,  3γ γ> ≠ 或 d/r > 0, 如果取χ = 2, N = 6000, m = 3, B = 4, 我们有 

 ( ) ( )HUHM
TDE

9 2ln 8.6192
3 9 1 1 ,

4.788 2
l

γ γ
γ

⎡ ⎤⎛ ⎞
− +⎢ ⎥⎜ ⎟− −⎝ ⎠⎣ ⎦= +  (36) 

则从图 10 给出 HUHPM-BA 网络和 HUHPM-TDE 网络的 L 与γ 关系的理论曲线与数值模拟曲

线的比较, 我们看到两者的变化趋势吻合得很好.  

5  HUHPM 网络的小世界效应之二 
小世界效应之二是具有大的群聚系数 C, 它是表征复杂网络局部集团化的特性的一个拓

扑几何量. 平均群聚系数 C 越大, 则网络局部集团化程度越高, 在 HUHPM 模型下, 平均群聚

系数 C 不仅与网络结构参数有关, 而且与混合比密切联系.  

5.1  群聚系数 C 与混合比 d/r 的关系 

图 11 示出 HUHPM 分别应用于三种模型的 C 与混合比 d/r 之间的关系比较. 从图 11 可见, 
3 种情形都共同存在 3 个阶段, 有趣的是, 与图 7 短平均路径距离 L 与混合比 d/r 之间的变

化趋势刚好相反, 存在以纵坐标为轴在横坐标正方向成镜像关系, 是反对称曲线. 对于图  11(a) 
HUHPM-BA 模型, 第一阶段在 d/r ≤ 1/10, 属于随机性占主导情形, 这时 C < 0.02, 基本是一

个很小的常数. 第二阶段在 1/10 ≤ d/r < 10/1, C 值开始迅速上升, 从 0.2 上升到 0.9, 在 d/r = 
1/1 处 C = 0.5, 在 10/1 < d/r< 100/1, C 值继续上升到 0.98, 这个阶段确定性占主导, 确定性发挥

了关键作用. 第三阶段 100/1< d/r< ∞确定性占绝对主导, C 数值从 0.98 逐渐接近于 1, 并保持
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不变. 对于图  11(b)HUHPM-BBV 模型, 变化规律与 BA 模型基本相似, 只不过, 随着δ 增加, 
开始阶段 C 值比 HUHPM-BA 模型有所增加, 大约在 0.16 附近上升, 其他两个阶段基本相同. 
对于图 11(c)HUHPM-TDE 模型, 变化规律与 BBV 模型基本相似, 只不过, 当 w<1 情形, 随着

w 增加开始阶段 C 值比 HUHPM-BBV 更大, 大约 C > 0.4, 但是第三阶段中 C 值比 HUHPM-BA
模型和 HUHPM-BBV 模型都小, 不到 1, 约在 0.8 附近, 随着 w 增加, C 值继续减小. 因此 C 值

同时与混合比 d/r 及权参数 w 密切相关. 根据上述定义, 对于 HUHPM, 我们找到数值模拟曲

线的理论计算公式: 

 2 1 2 3( ) /{1 [( / ) / )] },qC c c c d r c= + − +  (37) 

 

 
 

图 11  平均集群系数 C 与混合比 d/r 之间的关系 
(a) HUHPM-BA 网络; (b) HUHPM-BBV 网络; (c) HUHPM-TDE 网络, w < 1 情形 

 
表 2 列出 3 种类型网络的计算参数. 图 12 分别为 3 种类型网络的平均群聚系数 C 与混合

比 d/r关系曲线以及 3种模型模拟结果与理论计算结果比较, 从图 11可见, 彼此吻合得非常好.  
 

表 2  3 种模型的群聚系数计算(37)式中的参数 
控制变量/参量 系数 

模型 
d/r δ W C1 C2 C3 q 

HUHPM-BA 是   0.00543 0.99482 0.94419 1.11489 

是 1  0.12267 0.99959 0.46742 0.92043 

是 2  0.25161 0.99115 0.40904 1.07934 

是 4  0.39859 0.99497 0.29878 1.0556 
HUHPM-BBV 

是 5  0.43949 0.99567 0.27692 1.07346 

是  0.05 0.07608 0.96411 0.66542 0.9254 

是  0.3 0.11867 0.963 0.56915 0.94334 

是  0.7 0.2102 0.97282 0.54682 0.96281 
HUHPM-TDE 

是  0.9 0.25726 0.97951 0.55727 0.95256 

 
总之, 混合择优模型具有很高群聚系数, 3 种典型模型的群聚系数随混合比的变化趋势基

本一致, 增加混合比有利于网络局部集团化. 
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图 12  对于 HUHPM 模型平均集群系数 C 与混合比 d/r 关系, 模拟曲线与理论拟合结果比较 
(a) HUHPM-BA 网络三种混合择优; (b) HUHPM-BBV 网络; (c) HUHPM-TDE 网络 

 

5.2  不同模型的群聚系数比较 

进一步, 把 HUHPM-BA 模型与 3 种模型下群聚系数与网络尺寸 N 的关系曲线进行具体比

较, 这 3种模型分别是HUHPM, 原来的BA模型和随时机图模型, 图 13给出 3种结果比较. 从
图 13 可见, 方块为随时机图模型结果, C 值 短; 圆点为原来的 BA 模型的结果, C 值次大; 星
号为HUHPM-BA结果, C值 大. 这再次说明和谐统一混合择优模型可提高群聚系数, 并且在

同等网络尺寸 N 下, 它比较其他网络能够达到 大的群聚系数.  
 

 
 

图 13  HPM-BA 模型与其他二种模型下的群聚系数 C 与网络尺寸 N 的关系曲线比较 
■示随时机图模型结果; ●示原来的 BA 模型的结果; *示 HUHPM-BA 结果 

 

5.3  群聚系数 C 与网络尺寸 N 的关系 

在不同 d/r 时群聚系数 C 与网络尺寸 N 的关系示于图 14 中, 图 14 中在半对数横坐标下各

条曲线从上到下分别取 d/r=1/199, 1/19, 1/9, 1/4, 1/2, 1/1, 2/1, 4/1, 9/1, 19/1, 199/1. 从图 14 看到, 
对于图 14(a)和(b)两种模型, 变化趋势十分相似, 以 d/r = 1/1 为分水岭, 对于 d/r > 1/1 上面一些

曲线, 即确定性占主导情形, 群聚系数 C 不依赖于网络尺寸 N, 但是 d/r 值越大, 集群系数 C
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越大, C 对 d/r 值有明显的依赖性. 对于 d/r < 1/1, 即随机性占主导情形, C 随 N 增加而减小, N
值越大, C 越小. 对于图  14(c) HUHPM- TDE 模型, 不论 d/r 多少, C 都随 N 增加而减小, 这是与

原来 TDE 模型的产生机制有关. 
 

 
 

图 14  HUHPM 方法应用于三种类型网络情形在不同 d/r 时集群系数 C 与网络尺寸 N 的关系 
(a) HUHPM-BA 模型; (b) HUHPM-BBV 模型; (c) HUHPM-TDE 模型 

 

6  C 与 L 之间的关系 
我们可用理论分析给出群聚系数C与平均路径距离L之间存在一个有趣的关系. 如果从随

机网络的一般结论出发 [3], 通常有
( )
( )

ln
,

ln
N

L
k

∝  而 ,
k

C
N

∝  这里 ,k pN=  p是N结点连接概

率, 由上两式可见, L和C随 k 变化趋势刚好相反, 这分别与上述数值模拟看到的图 6, 7 和 11

中相对应的曲线变化的趋势是一致的, 即C与L随d/r的变化刚好相反. 
当 N 和 k 较大时, 运用罗比塔法则, 我们有 

 
( )
( )

ln
lim lim .

lnN N

kN
L C

Nk→∞ →∞
∝ ∝ ∝  (38) 

由此可见, 当 N 和 k 较大时, 集群系数 C 与平均路径距离 L 的公式具有相似的形式. 正好集群

系数 C 同 d/r 关系式(37)与平均路径距离 L 同 d/r 关系式(23)也是完全相似, 但是它们各自与数

值曲线符合得很好. 对于 C 方程:  
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而 L 方程为 
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从上面的计算, 图 6 和 11 的结果都表明这两者随 d/r 变化具有相反的趋势, 并且它们曲线

形状对于纵轴具有镜像对称的特点. 注意到: 两个表达式十分类似而变化趋势却相反, 曲线的

特性完全取决于两个不同的差值(C1 − C2)和(L1 − L2), 一个是正值, 另一个是负值. 这个有趣的

关系有助了解混合复杂网络的拓扑性质的关系.  

7  结论和展望 
综观全文, 我们提出和研究了和谐统一的混合择优模型及其主要特性, 该模型适用于无

权及含权的多种类型的网络 , 作为典型模型实例 , 以无权的 HUHPM-BA 网络 , 含权的

HUHPM-BBV 网络和 HUHPM-TDE 网络等进行了详细讨论, 发现了一些共同的规律, 特别是

无标度的幂律指数γ 对混合比 d/r 具有高敏感性(依赖性); 与现有的无权及含权模型比较, 
HUHPM 模型具有 短平均路径长度 L 小, 大群聚系数 C, 且可以随 d/r 变化调整 L 和 C 的

大小; HUHPM 模型的拓扑特性更加符合实际网络. 这些特性与混合择优的顺序无关. 虽然随

机择优方式是产生结点度分布的幂函数形式的主要机制, 但是确定性择优方式同样发挥重要

的作用, 可以抑制和消除度分布的随机重尾巴; 说明该模型揭示了随机性择优与确定性择优

和谐混合是实际网络产生无标度和小世界效应的 本质机制之一. 该简洁的模型只通过一个

适当的混合比, 使得随机择优与确定性择优达到了和谐统一, 比其他现有模型更加接近真实

世界网络, 可望推广应用于众多的网络类型中去.  
预计上述发现具有应用潜力, 我们考虑主要有以下 3 方面的可能应用 [20]: 
(ⅰ) 由于度分布和边权的幂函数标度律的负指数 γ 对混合比 d/r 的变化具有敏感性, 这

一发现可利用网络控制拓扑特性, 如作为一种新的通信消息加密手段, 应用于密码学和保密

通信领域, 与利用混沌轨道对初始条件的敏感性相类似; 
(ⅱ) 由于 短平均路径距离和群聚系数可随混合比d/r大小而调控, 这样人们就可以根据

实际需要和要求来设计满足需要的网络结构, 以实现工程技术上不同特殊的用途; 
(ⅲ) 利用上述发现, 有助于理解人类社会和自然界中发生的某些网络特性.  
总之, 本文提出的混合模型及其一些发现, 既揭示和解释了实际复杂网络所产生的本质

机制和若干普适特性, 并且作了初步理论分析, 得到了有关拓扑特性的理论计算公式; 还提出

了有关应用研究的设想, 指出了发展潜力. 应该看到, HUHPM 的精确理论分析极具挑战性, 
模型还可以进一步完善, 我们下一步将通过引入两个新的混合比, 把它推广为大统一混合网

络模型, 以便更深入地探索网络科学的规律及其应用.  
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