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1.设 Ω 是 nR 中 的 边 界 充 分 光 滑 的 有 界 区 域 .又 设 m,k 为 非 负 整

数,1 p q≤ < ≤∞ ,0 1.µ< <  

(1)试问当 m,p,k,q 满足什么条件时 ,关系式 ( ) ( )m,p k,qW WΩ Ω⊂ 成立 ?又当

m,p,k,µ满足什么条件时,关系式 ( ) ( )m,p k,W C µΩ Ω−⊂ 成立? 

(2)设1 p q≤ < ≤∞ ,且
1 1 1

p q n
− < . 用 RB 表示球心在原点,半径为R的开球.证

明: ( ) ( )0 1n,p,q ,θ θ∃ = ∈ 及 ( ) 0C C n,p,q= > ,使得对任意 0R > 成立: 

( ) ( ) ( )( ) ( )1 1
q pp

R RR

,p
L B L B RL B

u C R u R u , u W Bθ θ− −≤ ∇ + ∀ ∈  

问 ?θ =  
证明  

(1)(a)当
n n

m k,m k
p q

≥ − ≥ − 时, ( ) ( )m,p k,qW WΩ Ω⊂ . 

这是因为由 Sobolev 嵌入定理 , ( ) ( )1
1

*,p pW L , p nΩ Ω⊂ ≤ < .若

( )m,pu W Ω∈ ,则 

( ) ( )1
1

*n ,p pZ , m ,D u W Lαα α Ω Ω+∀ ∈ ≤ − ∈ ⊂  

而有 ( )1
*m ,pu W Ω−∈ ,其中

1 1 1
*p p n
= − ,同样的,有 ( )2

**m ,pu W Ω−∈ ,其中

1 1 1 1 2
** *p p n p n

= − = − . 经 过 m k− 步 之 后 , 有 ( )k,p'u W Ω∈ , 其 中

1 1
'

m k

p p n

−
= − .即

n n
m k

p p'
− = − .即有当

n n
m k,m k

p q
≥ − ≥ − 时,有

q p'≤ ,而 ( )k,qu W Ω∈ . 

   (b)当 ( )
( )

0 1
n

m k, m k p n,
m k p

µ> − > ≤ ≤ −
−

时,由 Sobolev嵌入定理 

( ) ( ) ( )
1

n

m k pn m k,pZ , k,D u W Cαα α Ω Ω
−

−− −
+∀ ∈ ≤ ∈ ⊂  

而有 ( )k,u C µ Ω−∈ . 

 (2)(a)对 1R = 情形,由于
1 1 1

1 p q ,
p q n

≤ < ≤∞ − < 及 Sobolev嵌入定理, 

( ) ( ) ( ) ( )1
1 1

1

1
0 q ,p

,p
L B WC C n,p,q ,s.t. u C u , u W BΒ∃ = > ≤ ∀ ∈  

    (b)对R之一般情形,我们采用 Rescaling技术, 
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( ) ( )1,p
Ru x W B∀ ∈ ,作变换

x
y

R
= ,令 ( ) ( ) ( )~u y u yR u x= = ,有 

( )
( )

( )
( )1

1 1
q ,p

~ ~

L B W B
u y C u y≤  

即 

( ) ( ) ( )

( )( ) ( )
( )

( )
( )

( )( ) ( )( )

( ) ( )

( ) ( )

11

1
1

1 1

1

1

1 1

1 1

1

1 1

1 1

q
R

R

q

,p

R R

pp
RR

qq
n L B n

B
q

qq~ ~

L BB

~

W B

p pp p~ ~

B B

p pp pp

n n
B B

n n

p p
L BL B

u x u x dx
R

R

u y dy u y

C u y

C u y dy Du y dy

C u x dx Du x R dx
R R

C R Du R u
− −

 =   

≤ =

≤

 
 = + 
  
       = +          
 
 = +  

∫

∫

∫ ∫

∫ ∫

 

而有 

( ) ( ) ( )

1

q pp
R RR

n n n n

p q p q
L B L BL B

u C R Du R u

      − − − −        
 
 ≤ + 
  

 

取
1 1

n
p q

θ
 = −   

,即有所证. ■ 

 

2.设Ω是 nR 中的边界充分光滑的有界区域, 2n > , ( )2

n

c L Ω∈ , ( )2f L Ω∈ , 

( )1g H Ω∈ .考虑边值问题: 

( )1
u cu f ,x

D
u g,x

Ω

Ω

−∆ + = ∈ = ∈ ∂
 

叙述函数 ( )1u H Ω∈ 是问题 ( )1D 的弱解的定义 ,并证明 :
0
0c∃ > ,使当

( )2 0
n

L
c c

Ω− < 时,问题( )1D 存在唯一的弱解.这里c−表示函数c的负部即 

{ }0c inf c, , x Ω− = ∀ ∈  

证明 (1)弱解的定义: ( )1u H Ω∈ 称为问题( )1D 的弱解,如果 

  (a) Du D cu dx f dx
Ω Ω

ψ ψ ψ+ =∫ ∫i 对 ( )0
Cψ Ω∞∀ ∈ ,从而对 ( )1

0
Hψ Ω∀ ∈

   成立. 

  (b) ( ) 0u gγ − = . 

  (2)弱解的存在唯一性: 

  作 Hilbert空间 ( )1

0
H Ω 上的共轭双线性泛函 
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( ) ( )a , D D c dx
Ω

ω υ ω υ ωυ= +∫ i  

  则 

  (a)a是有界的 
( )

( ) ( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )

2 222 2

1 1 1 1 1 1
0 0 0 0 0 0

n
* *

L L LL L

H H H H H H

a D Dv c

C C

Ω Ω ΩΩ Ω

Ω Ω Ω Ω Ω Ω

ω υ ω ω υ

ω υ ω υ ω υ

, ≤ +

≤ + ≤
 

其中第一个不等式利用推广 Holder 不等式 ,第二个不等式利用

Sobolev嵌入定理. 

      (b)
0
0c∃ > ,当

( )2 0
n

L
c c

Ω− < 时,a是强制的, 

( )

( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( )

( )( ) ( ) ( ) ( )

( )

( )

( )
( )

( )

( )
( )

( )
( )

2 2 2

12 2 0

222 2

2 2

22

2 2

1
0

2 22 2

2 2

2 2

2 2

2 2

2

1

1 1 2 1

2 2

1 1 2 1

2 2

n
*

n

n n

n n

n n

L L L

HL L

LLL L

L L

LL

L L

H

a , D c dx D c v dx

D c

D C c

C c D C c

C c C c
D

C c C c
min ,

Ω Ω

Ω Ω Ω

ΩΩ Ω

ΩΩΩ Ω

Ω Ω

ΩΩ

Ω Ω

Ω

υ υ υ υ υ

υ υ

υ υ

υ υ

µ
υ υ

µ

µ
υ

µ

−

−

−

− −

− −

− −

= + ≥ +

≥ −

≥ −

= − −

− − +
= +

  − − +  ≥      

∫ ∫

 

其中第二个不等式利用推广 Holder 不等式,第三个不等式利用

Sobolev 嵌入定理,最后一个等式中µ是 Poincare 不等式中的系数,

与υ无关. 
取 

( )0

1
0

2 1
c

Cµ
= >

+
 

   则当
( )2 0

n

L
c c

Ω− < 时,a是强制的. 

而 ( ) ( )F v f cg Dg D dx
Ω

υ υ= − −∫ i 是 ( )1

0
H Ω 上的连续线性泛函 ,由

Lax-Milgram定理,, ( )1

0
| Hω Ω∃ ∈ 是成立 

( ) ( )a ,v F vω =  

即 

( ) ( ) ( )1

0
D g D c g dx f dx, v H

Ω Ω
ω υ ω υ υ Ω+ + + = ∀ ∈∫ ∫i  

令u gω= + ,即有其为问题( )1D 的弱解. 

再由ω的唯一性,有u作为弱解的唯一性. ■ 

 

 3.设Ω是 nR 中的边界充分光滑的有界区域.又设 0T > ,记 ( )0TQ ,TΩ= × .再

设 ( )ija L Ω∞∈ , ij jia a= , ( )c L Ω∞∈ , ( )2Lϕ Ω∈ ,且存在常数 0µ > 使成立: 
2 n

ij i ja , R , xξ ξ µ ξ ξ Ω≥ ∀ ∈ ∀ ∈  
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考虑初边值问题: 

( )

( ) 0

2 0 0

t j ij iu D a Du cu,x , t T;

D u ,x , t T;

u ,x .

Ω

Ω

ϕ Ω

 = + ∈ < < = ∈ ∂ < < = ∈

 

叙述函数 ( )( ) ( ) ( )( )2 1

0
0 0u C [ ,T ),L C ,T ,HΩ Ω∈ ∩ 是问题 ( )2D 的弱解的定义,并

证明:这个初边值问题存在唯一的弱解 ( )( ) ( ) ( )( )2 1

0
0 0u C [ ,T ),L C ,T ,HΩ Ω∈ ∩ ,

且当 ( )1

0
Hϕ Ω∈ 时, ( )( )1

0
0u [ ,T ),H Ω∈ . 

证明 与第三章给出的习题类似,此处略去. 

 

4.设Ω是 nR 中的边界充分光滑的有界区域, ( )c L Ω∞∈ , 0c ≥ , ( )pf L Ω∈ ,其

中
2

n
p > .又设 ( )1u H Ω∈ 是下列方程的弱解: 

( )3D u cu f ,x Ω−∆ + = ∈  

证明: 0C∃ > 使成立: 

( )

2 1

p
n p

L
supu supu C f

Ω
Ω Ω

Ω
−

+
∂

≤ +  

证明 设l supu
Ω

+
∂

= , 对 k l∀ > ,令 

( ) ( )1
k 00 u k Hϕ Ω+≤ = − ∈  

作为试验函数代入问题( )D3 弱解之定义式,有 

k k ku dx cu dx f dx
Ω Ω Ω

ϕ ϕ ϕ∇ ⋅∇ + =∫ ∫ ∫  

于是 

( )( ) ( )( ) ( )

( ) ( )( ) ( )( )
( )

*2 2

*p 2

2 2 2 2

k k k kL A k L A k A k

2 2
k k k k

1 1 1

2 n p
k kL A k L A kA k

1
dx dx

C

dx c dx ck dx f dx

f dx f A k

Ω

Ω Ω Ω Ω

ϕ ϕ ϕ ϕ

ϕ ϕ ϕ ϕ

ϕ ϕ
+ −

≤ ∇ = ∇ = ∇

= ∇ + + =

= ≤

∫ ∫

∫ ∫ ∫ ∫

∫

 

其中 ( ) ( ){ }A k x ;u x kΩ= ∈ ≥ , 

从而 

( )( ) ( )
( )* 22

1 1 1

2 n p
k LL A k

C f A k
Ω

ϕ
+ −

≤  

再 

( )( ) ( )( )
( ) ( ) *

* *2 2

1

2
k kL A k L A h

h k A hϕ ϕ≥ ≥ −  

其中 ( ) ( ){ }A h x ;u x hΩ= ∈ ≥ h k> . 

便有 

( ) ( ) ( )

*

*p

2
1 1 1

2L
2 n p

C f
A h A k

h k

Ω
  + − ⋅   

  ≤   −  
 

现 
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* 2n
2 0

n 2
α = = >

−
 

* *1 1 1 1 1
2 2 1

2 n p 2 n
β

    = + − ⋅ > − ⋅ =     
 

注 这里用到条件
n

p
2

>  

由 De Giorgi迭代引理, 

( )A l d 0+ =  

其中 

( )
( )

( ) ( )p p p

11 1 1 1 1 1 2 1

2 n p 2 n n p
L L L

d C f A l 2 C f C f
ββ

αα
Ω Ω Ω

Ω Ω
−  −   + − − − −      = ≤ =  

由 ( )A k 之定义,即有结论 

( )p

2 1

n p
L

supu supu C f
Ω

Ω Ω

Ω
−

+
∂

≤ +  ■ 

 

5.设Ω是 nR 中的一个区域, ( ) ( )1

locu H CΩ Ω∈ ∩ 是 Laplace 方程 0u− =△ 在

Ω上的弱下解,即在弱的意义下,在Ω上成立 0u− ≤△ .证明: 对任意
0
x Ω∈ 和任

意 0R > ,只要 ( )0RB x Ω⊂⊂ ,就成立: 

( )
( )0

0

1

R
n

B x
n

u x udx
Rω

≤ ∫  

其中 nω 表示n维单位球的体积. 

证明 由于 ( )2
0C Ω 在 ( ) ( )1

locH CΩ Ω∩ 中稠,我们有 

( ), 0u dx u dx 0 0 C
Ω Ω

ϕ ϕ ϕ Ω∞− ∆ ⋅ = ∇ ⋅∇ ≤ ∀ ≤ ∈∫ ∫  

 即有 
,u 0 x Ω∆ ≥ ∈  

 于是对 ( ), ,0x 0 RΩ ρ∀ ∈ ∀ ∈ ,有 

( ) ( )

( )
( )

( )
( ) ( )

0 0 1

1 0

0 n 1
1

B x B x B 0

n 1 1 n n 1 n 1 1 n
0 1

B 0 B x

u xu
0 udx ds ds

n n

u x ds uds

ρ ρ

ρ

ρ

ρ

ρω
ρ

ρ ρ ρω ρ ρ ρ
ρ ρ

−

∂ ∂

− − − − −

∂ ∂

∂ +∂
≤ ∆ = =

∂ ∂
 ∂ ∂ 

= + ⋅ =      ∂ ∂   

∫ ∫ ∫

∫ ∫
 

 即有
( )0

1 n

B x
uds

ρ

ρρ −

∂∫ 在( ),0 R 上递减, 

( ) ( )
( )

0 0

1 n 1 n
n 0

0B x B x
uds lim uds n u x

ρ ρ

ρ ρ
ρ

ρ ρ ω
+

− −

→∂ ∂

 
≤ = 

  ∫ ∫  

 而 ( )
( )0

n 1
n 0

B x
n u x uds

ρ

ρρ ω−

∂
≥ ∫ ,两边对ρ从0到R积分有 

( )
( )R 0

0 n
B x

n

1
u x udx

Rω
≥ ∫  ■ 


