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第一章 预备知识 

张祖锦(David Zhang) 

中山大学数计学院 

 

1.设Ω是 nR 中的区域(不必有界),ε为给定的正数.记 
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证明:存在函数 ( )nC Rεψ
∞∈ 满足下列条件: 
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证明 取 ( ) ( )( ) nx j * x ,x R
εε ε Ωψ χ= ∈ ,其中

εΩ
χ 为

2εΩ 的特征函数,则 

( ) ( ) 1i x , x ;εψ Ω−= ∀ ∈  

( ) ( )
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0
nii x , x R \ ;ε εψ Ω= ∀ ∈  
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εα α ψ ε−
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 这是因为,若记 ( ) ( )j z j , | z |λ λ= = ,有 
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2.设Ω是 nR 中的有界区域,用 ( )
0

C Ω− 表示由全体在Ω−上连续,在 Ω∂ 上为零的函

数构成的集合,即 

( ) ( ){ }0
0C u C ;u | ΩΩ Ω− −

∂= ∈ =  

( )
0

C Ω− 按范数 ( )
x|| u || max | u x |
Ω−∈= 构成Banach空间. 

( )i 用 ( )
0

C Ω 表示由全体在Ω上连续,并且sptu Ω⊂⊂ 的函数构成的集合,证明

( )
0

C Ω 在 ( )
0

C Ω− 中稠密. 

 ( )ii 应用( )i 和函数的磨光技术证明 ( )
0

C Ω∞ 在 ( )
0

C Ω 中稠密. 

 ( )iii 设m Z+∈ ,记 

( ) ( ){ }0
0

m m mC u C ;D u | , Z ,| | mα

ΩΩ Ω α α− −
∂ += ∈ = ∀ ∈ ≤  

( )
0

mC Ω− 按范数 ( )
m x

| | m

|| u || max | D u x |α

Ω

α

−∈
≤

= ∑ 构成Banach 空间.证明 ( )
0

C Ω∞ 在

( )
0

mC Ω− 中稠密. 

证明  ( )i 令 ( ){ }x ;dist x,εΩ Ω Ω ε= ∈ ∂ > ,则当 0ε > 充分小时 , ( )| u x | ε< 于
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εΩ Ω− 上.取 ( )
0

Cεψ Ω∞∈ ,使得 ( ) 1xεψ = 于 εΩ 上, ( )0 1xεψ≤ ≤ 于 εΩ 上.则 

( ) ( ) ( ) ( )
0

a x u x Cεψ Ω∈ ,因为 ( ) ( )[ ] ( )[ ]spt x u x spt xε εψ ψ Ω⊂ ⊂ ; 
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x \ x \C
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ψ ψ ε− ∈ ∈− = − ≤ <

( )ii 由( )i , 
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2
C

v C ,s.t. || u v || /
Ω

Ω ε−∃ ∈ − <  

再对v标准磨光,记为vε ,有当 0ε > 充分小时, ( ) 2C|| v v || /ε Ω ε− < ,从而 

( ) ( ) ( )CC C
|| u v || || u v || || v v ||ε ε ΩΩ Ω

ε− −− ≤ − + − < . 

( )iii 同( ) ( )i , ii ,只要把 ( )
0

C Ω 换成 ( )
0

mC Ω .还是稍微写清楚点[管它对与错] 

 ( )a ( )
0

C Ω∞ 在 ( )
0

mC Ω− 中稠密. 

x Ω∀ ∈ ∂ ,由 nZ , mβ β+∀ ∈ ≤ , ( ) 0D u xβ = 及Taylor 定理,有 
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其中 ( )0 1y ,θ ∈ ,这里及以后如果需要将u零延拓至整个 nR 上. 

 由 Ω∂ 紧,{ }x x
U

Ω
Ω

∈∂
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k k
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⊂ ∂ ,使得
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=
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又有
0

U Ω⊂⊂ ,使
0

1
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i
i

U U Ω
=
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0
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[由题 1知这样的η是存在的]. 

于是对
0

nZ , m, x \Uα α Ω+∀ ∈ ≤ ∀ ∈ 有 
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从而 
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由于 ( )
0

mu Cη Ω∈ ,而有结论. 
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( )b ( )
0

C Ω∞ 在 ( )
0

mC Ω 中稠密. 

 取 ( )1
0

2
dist sptu,ε Ω< < ∂ ,有 nZ , mα α+∀ ∈ ≤ , 
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 故有 

( )
( ) ( )

0
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Ωα
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 而 ( )
0

j * u Cε Ω∞∈ 而有结论. 

( )c 结合( ) ( )a , b 有 ( )( ) ( )( ) ( )( ) ( )
0 0 0 0

m mC C C CΩ Ω Ω Ω∞ ∞ −      = = =        .这里仿照

Lars Hormander 的Linear Functional Analysis中的闭包符号. 

 

3.( )i 设Ω是 nR 中的有界区域,u和v是Ω上的局部可积函数, nZα +∈ .又设对每点

0
x Ω∈ ,存在

0
x 的相应领域

0x
U Ω⊂ ,使得在

0x
U 上成立D u vα = .证明:在整个Ω上

亦成立D u vα = . 

  ( )ii 设Ω是 nR 中的有界区域,u是定义在Ω− 的某个领域上的函数, 1α0 < < .

又 设 每 点
0

x Ω−∈ 都 存 在
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x 的 相 应 领 域
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0
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证明 ( )i 由于 { }x x
U

Ω∈
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{ }
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∞

=
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则 ( )
0

Cϕ Ω∞∀ ∈ ,sptϕ仅与有限多个 iU 相交,设为{ }
1

k

j j
U

=
,则 

( ) ( )

( ) ( ) ( ) ( )

1 1 1

1 1

1 1 1

j

j

k k k

j j j
spt spt spt spt

j j j

k k
| | | | | |

j j
spt spt

j j

v dx v dx v dx v dx v dx

uD dx uD dx uD dx

Ω ϕ ϕ ϕ η ϕ

α α αα α α

η ϕ ϕ Ω

ϕ ϕ η ϕ η ϕ η ϕ

η ϕ η ϕ ϕ

= = =

= =

= = = =

  = − = − = −   

∑ ∑ ∑∫ ∫ ∫ ∫ ∫

∑ ∑∫ ∫ ∫
 

从而D u vα = 于Ω上. 

 ( )ii 由Ω− 的紧性,存在{ }
1i
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U U

=
= ,使得
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ii
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且 ( ) ( )0 1 2
ii C U

C ,s.t. || || C i , , kαη∃ > ≤ = ⋯ 从而 
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即 ( )u C α Ω−∈ . 

 

4.设Ω是 nR 中的有界区域,0 1α β< < < . 

( )i 证明: ( ) ( )C Cβ αΩ Ω− −⊂ 且 ( )C β Ω− 中的有界集合是 ( )C α Ω− 中的相对紧集. 

( )ii 设 ( )( )1 2ku C k , ,β Ω−∈ = ⋯ 且 ( ) ( )0 1 2k C
M ,s.t. || u || M k , ,β Ω−∃ > ≤ = ⋯ .又设

( ) ( )
k klim u x u x , x Ω−

→∞ = ∀ ∈  

证明: ( )u C β Ω−∈ 且 ( ) 0k k C
lim || u u || α Ω−→∞ − = . 

证明 ( )i 由
( ) ( ) ( ) ( )
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Ω
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− −

知 

( ) ( )C Cβ αΩ Ω− −⊂ . 

设{ } ( )
1n n

u C β Ω
∞ −

=
⊂ 是 ( )C β Ω− 中有界列,即 
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由Azela Ascoli− 定理,{ }
1n n

u
∞

=
有子列{ }

1kk n k
u u

∞

=
= 在Ω−上一致收敛,设极限函数

为u .我们有 ( ) ( )u C Cβ αΩ Ω∈ ⊂ ,因为在 

0k ;| u | MΩ≤ 及
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| x y |β
Ω

−
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中令k → ∞即有.余下我们证明 ( )( )ku u C α Ω−→ 于 . 

( )a 由{ }ku 一致收敛到u ,有 ( )0k| u u | k− → → ∞ ; 

( )b  
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α
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−

−

− − −

−

 − − − = − − − − 

≤ − − − → → ∞ ∈关于 一致

 

 

( )ii 类似于 ( )i ,通过取极限,我们有 ( )u C β Ω−∈ .由于连续函数列 { }
1k k

u
∞

=
在紧集

Ω−上收敛而一致收敛,通过上述不等式,有 ( )( )ku u C α Ω−→ 于 . 

 

5.( )i 叙述Sobolev嵌入定理; 

   ( )ii 设Ω是 nR 中的有界区域, Ω∂ 充分光滑,又设1 p≤ ≤ ∞ .证明: 

( ) ( )
1

m,p

m

W CΩ Ω
∞

∞ −

=

⊂∩  

( )iii 设Ω是 nR 中的有界区域, Ω∂ 充分光滑.又设1 p q≤ < ≤ ∞ ,m,k 为非负
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整数m k> ,且
n n

m k
p q

− > − .证明: 

( )
( ) ( ) ( ) ( )0 0 m,p pk ,q

m,p

W LW
, C C ,s.t. || u || || u || C || u || , u W

Ω ΩΩ
ε ε ε Ω∀ > ∃ = > ≤ + ∀ ∈  

证明 ( )i Sobolev嵌入定理如下 

( )

( )

( )

( )

1

1

0 1

q *

k,p q

np
L , q p , kp n;

n kp

W L , q , kp n;

n
C , , kp n.

kp
α

Ω

Ω Ω

Ω α−

 ≤ ≤ ≡ < −→ ≤ ≤ ∞ = < ≤ − >

 

( )ii 由于 ( ) ( )
1

i

i

C CΩ Ω
∞

∞ − −

=

=∩ ,故只要证 ( ) ( )
1

m,p i

m

i Z W CΩ Ω
∞

−
+

=

∀ ∈ ⇒ ⊂∩ .这是

因为有 

( ) ( )
1

n
m

m,p p n
W C mp n, Z

p
Ω Ω

− −
−

+

 → > ∈   
 

我们取
0

1
n

m i
p

= + + ,即有 ( ) ( ) ( )0

1

m,p m ,p i

m

W W CΩ Ω Ω
∞

−

=

⊂ →∩ . 

( )iii 我们先证明 

引理[张恭庆泛函分析 215P ]设X,Y,Z 是B 空间,X Y Z⊂ ⊂ ,如果X Y→ 的嵌

入映射是紧的,Y Z→ 的嵌入映射是连续的,则 
( ) ( )0 0 Y X Z, C C ,s.t. || x || || x || C || x || x Xε ε ε∀ > ∃ = > ≤ + ∀ ∈  

 如果引理不成立,则 

0 0
0 n n Y n X n Z, n Z , x X,s.t. || x || || x || n || x ||ε ε+∃ > ∀ ∈ ∃ ∈ > +  

取 n
n

n X

x
y X

|| x ||
= ∈ ,则 1n X|| y || = ,且

0n Y n Z|| y || n || y ||ε> + .由X Y→ 的嵌入是

紧的,{ }ny 有子列{ } ( )
kk ny y y Y= → 于 .从而{ }k Y|| y || 有界,由 

0k Y k k Z|| y || n || y ||ε> + 知 k Y|| y || ε> 且 ( )0
k Y

k Z

k

|| y ||
|| y || k

n
< → → ∞  

这与Y Z→ 的嵌入是连续矛盾.从而得证. 

现证明题目,由于
n n

m k
p q

− > − , ( ) ( )m,p k,qW WΩ Ω→ 紧, ( ) ( )k,q pW LΩ Ω→

连续,由引理即得结论. 


