
        关于椭圆和 Q－共轭的几何解释               邹谋炎 
 
    椭圆相关的共轭性质在最优化计算中有用。此注记可为学习者提供方便。    

椭圆公式的矩阵－向量表达式如下 
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这是一个以 为中心的椭圆，其中的矩阵必须正定，即满足条件 。这个

表达式中含有 5 个自由参数： 。椭圆轴向与
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如果 ，则CA = 4/πθ ±= 。若 0=B 并且 CA = ，则得到正圆。利用坐标旋转变换 
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可以将椭圆公式（1）变成主轴形： 
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由公式（4），椭圆的长轴和短轴分别是 2,11 λ ，这里约定开根只取正值。 

    为了简化进一步结果的记号，在以下讨论中限定椭圆的中心在坐标原点处。椭圆公式为 
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并满足 。假定 是椭圆上的一个点。以 为切点，椭圆的切线方

程可以写成 

02 >− BAC ),( 000 yxp = 0p

                                                  （7） 1]  [ 00 =⎥
⎦

⎤
⎢
⎣

⎡
y
x

yx Q

使用向量描述，可以记 ，是一个从坐标原点到 的一个向量。容易证明，

如果 是椭圆在 点切线上的一个向量，则有 Q－共轭关系 
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事实上，假定 是一个从 点到 点的向量，这两点都在切线 M 上，则有 Mp 1p 2p
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图 1 用于 2 维 Q 共轭的解说 
    椭圆的矩阵－向量表达很容易将以上结果推论到多维。以坐标原点为中心的 N 维

（N≥ 2）椭圆（椭球、或高维椭球）公式可以表达为 

                                                     （9）       ,1=QxxT

其中 是一个 N 维向量，Q 是一个 N X N 正定矩阵。假定 是该 N 维椭圆上的一个点。

以 为切点，N 维椭圆的切面方程可以写成 
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这个公式的正确性可以通过（9）式计算 N 维椭球在 点处任何一个维上的方向导数来检

验。将（10）式定义的切面记为 M。设 是 M 上的一个任意向量，则有 Q－共轭关系 
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显然，根据上式，将 理解为一个从切点指向椭圆中心的向量也是正确的。于是，我们可

以说，切面 M 的 Q－共轭向量是一个从切点指向椭圆中心的向量。 

0p

 
                   图 2   三维情况下 Q－共轭关系的示意图 



 
椭圆的这个性质是最优化技术中共轭梯度法或共轭方向法的基础。当使用梯度算法寻找

价格函数的最小值时，起始搜索方向带有随意性。但可以假定能够找到价格函数沿此方向的

一个极小值。这个极小值点应该是价格函数等高线中一个围道的切点。如果价格函数是二次

的，它的等高线是一组同中心椭圆。进而，二次价格函数有唯一的极小值点，处于各个等高

线椭圆的公共中心上。共轭方向指示了获得价格函数极小值点的正确方向。在二维情况下，

只需要二步就可以达到价格函数的极小值。在 N 维情况下，每次搜索只能在一个独立空间

维上进行，要确定 N 维椭球的一个 N 维切平面，原则上需要 N－1 个独立空间维搜索。因

此，处理形式为 的二次形最小化问题，其中Q 是一个 N X N 正定矩阵，使用

共轭梯度法时，至多只需要 N 次迭代搜索。图 3 示意了二维情况下共轭梯度搜索和常规梯

度搜索的差异。 
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 图 3  说明共轭方向搜索和常规梯度方向搜索的差别 


