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一一一、、、用用用时时时间间间平平平均均均代代代替替替系系系综综综平平平均均均产产产生生生的的的误误误差差差

在湍流理论中，各种统计矩的定义都是用的系综平均。然而在实验或观测
中，我们往往只能用有限时间长度的平均来代替系综平均，从而来评价理论
的正确性。因此，有必要来计算用有限时间长度平均代替系综平均后产生的误
差。LMK11 将误差源分为两种（系统误差和统计误差），并给出了各种误差的
计算方法。

1.1 系系系统统统误误误差差差

考虑一均值为0的平稳过程，其n阶中心矩为µn = 〈[w(t) − 〈w(t)〉]n〉 =
〈wn(t)〉，其中〈·〉 表示系综平均。根据遍历性假设，

〈wn〉 = lim
T→∞

µn(T ) = lim
T→∞

1

T

∫ T

0

[w(t)− wT ]n dt,

其中，

wT =
1

T

∫ T

0

w(t) dt.

这就是说，当积分时间有限并且n > 1时，时间平均和系综平均直接会产生偏
差，并且积分时间T越短，偏差越大。这种偏差造成的误差称为系统误差，定义
为：

SE(n, T ) =
µn − 〈µn(T )〉

µn

.

为了计算系统误差，可构造一个非高斯的随机过程，并利用它来计算各阶
矩所产生的误差。LMK 构造了如下随机过程：

w(t) = z(t) + a
z2(t)− 〈z2(t)〉

σ
, (1)

其中，a是待定参数，z(t)是均值为0，方差为σ的高斯过程，并且自相关函数为

Rzz(t2 − t1) = 〈z(t1)z(t2)〉 = σ2ρ0(t2 − t1) = σ2 exp

(
−|t2 − t1|

T0

)
. (2)

1Journal of Atmospheric and Oceanic Technology, 11, 661(1994)
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等式（2）中的T0是z(t)的积分时间尺度，定义为

T0 =

∫ ∞

0

ρ0(t) dt.

同样地，假设w(t)的归一化自相关函数ρ(t)也是指数形式，

ρ(t2 − t1) =
1

µ2

〈w(t2)w(t1)〉 = exp

(
−|t2 − t1|

T
)

, (3)

其中积分时间尺度T为
T =

∫ ∞

0

ρ(t) dt. (4)

可以证明，1）T0 和T的关系是：

T =
1 + a2

1 + 2a2
T0;

2）w(t)的（双边）功率谱密度是：

Sww(f) =
2T µ2

1 + (2πf)2T 2
; (5)

3）w(t)的偏斜度(skewness)和陡峭度(kurtosis)是：

S ≡ µ3

µ
3/2
2

=
2a(3 + 4a2)

(1 + 2a2)3/2

K ≡ µ4

µ2
2

=
3(1 + 20a2 + 20a4)

(1 + 2a2)2
. (6)

当T À T时，LMK2(p.48)2计算了二阶、三阶和四阶矩的统计误差：

SE(2, T ) = 2
T
T

SE(3, T ) = 3

[
2− 1

(1 + a2)(3 + 4a2)

] T
T

(7)

SE(4, T ) =
4(1 + 2a2)(1 + 27a2 + 18a4)

(1 + a2)(1 + 20a2 + 20a4)

T
T

.

1.2 随随随机机机误误误差差差

由于样本有限，每一次针对不同样本的时间平均都会不同，并且与时间平
均的系综平均〈µn(T )〉之间存在偏差，这种偏差产生的误差称为随机误差，并定
义为：

RE(n, T ) =
σn(T )

µn

=

√
〈[µn(T )− 〈µn(T )〉]2〉

µn

.

2NCAR/TN-389+STR, 53pp (1993)
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同样地，当T À T时，利用上述非高斯过程的数学模型，LMK2(p.48)计算了二
阶、三阶和四阶矩的随机误差：

RE(2, T ) =

√
2(1 + 32a2 + 22a4)

(1 + a2)(1 + 2a2)

T
T

RE(3, T ) =

√
(1 + 2a2)(1 + 147a2 + 1476a4 + 780a6)

a2(1 + a2)(3 + 4a2)2

T
T

(8)

RE(4, T ) =

√
(1 + 2a2)(7 + 1108a2 + 24708a4 + 109200a6 + 46296a8)

3(1 + 20a2 + 20a4)2(1 + a2)

T
T

.

比较等式（7）和（8），可得：

σn(T )

µn − 〈µn(T )〉 = A(n, a)

√
T

T ,

其中，

0.7 ≤ A(2, a) < 2.345

1.06494 ≤ A(3, a > 0.1) < 1.646

0.3819 ≤ A(4, a) < 1.22.

因此，当T À T时，系统误差远小于随机误差，可以不考虑。

1.3 分分分析析析步步步骤骤骤

下面以结构函数Dn(∆t) = 〈[u(t + ∆t) − u(t)]n〉 为例，介绍系统和随机误
差的计算步骤。先对原始数据进行去趋势和去野点处理，然后在xy平面内做
坐标变换，将x和y方向的风速投影到平均风速方向和垂直于平均风速的方向，
从而得到处理后的风速分量u(t). 在此例中，w(t, ∆t) = u(t + ∆t) − u(t)，其
中∆t的最大值取为15 min（总的资料长度取为30 min），并且在固定的∆t下，

有T (∆t) = tmax = (N − ∆t

f
− 1)f . 我们根据以下步骤来分析系统误差和随机误

差：

• 参数a(∆t)的估计。每隔10s计算一次方差的尾分布P (
w2

µ2
2

>
w2

a

µ2
2

)，这样对

于15分钟延滞时间而言，总共计算了90次尾分布。然后利用（1）式求出
的尾分布与实测值比较，求出大致的a的大小，如图一所示a ≈ 0。

• 求积分时间尺度T，主要有三种方法：一是根据定义（4）式直接计算；
二是根据（3）式拟合求出T (∆t)；利用这两种方法，首先需要求出分段
的自相关函数。计算每隔10s进行一次，如图二黑点所示。红线是实测平
均值，在[0, 50s] 内积分值是T = 2.9898s，在[0, 18.7s]内积分是值是T =
3.3621s（18.8s是自关联函数第一次为0的时间）。蓝线是在[0, 50s]内的拟
合曲线，其表达式为y = −0.006749exp(0.004651x)+0.855exp(−0.2532x)，
因此可估计出T = 3.949s。同样我们也可以在[0, 18.7s] 内拟合，拟合曲线
的表达式为y = 0.8525exp(−0.2598x)，因此估计出T = 3.849s；三是求出
信号的（双边）功率谱密度，并用（5）式拟合求出T ≈ 3.32，如图三所
示；
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图一：标准化方差尾分布。点是实测值，三角是标准正态分布。该图说明了w(t)可近似看做是
高斯过程，因此a ≈ 0.

• 如果T (∆t) À T，根据（7）和（8）式便可求出积分时间为T (∆t)的系统
和随机误差。本例中，T ≈ 4s，而Tmin = 15min À 4s，因此根据上述两
个式子估计出来的系统和随机误差如图四所示。

二二二、、、泰泰泰勒勒勒假假假设设设带带带来来来的的的系系系统统统误误误差差差

2.1 泰泰泰勒勒勒假假假设设设及及及其其其适适适用用用条条条件件件

许多湍流理论涉及速度场随空间的分布规律。然而，在实验中我们很难测
量速度场的空间分布，而较容易得到的是它在某一点上随时间的变化。泰勒假
设指出，在平均风速很大的情况下，可以设想上流一定范围内的脉动速度场还
没有来得及演化，就在平均风速的携带下通过观测仪器，这时观测仪器记录的
风速随时间的变化就反映了上流速度场的空间变化。更准确的泰勒假设的阐述
如下，设湍流脉动速度场（去掉了平均速度）为u(x, t)，平均风速为U，在某些
情况下，泰勒假设指出：

u(x, t) = u(x−Ut, 0).

泰勒假设在以下条件下不成立：

• 相比于平均风速，脉动速度场的演化速度过快。根据K41理论，我们可以
用下式来表示在特征范围r内的脉动速度场的特征演化速度：

σ(r) ≡
√
〈[u1(x + r, t)− u1(x)]2〉,

其中，u1是平均风速方向的脉动速度。因此，只有当
σ

U
¿ 1时，脉动速度

场的演化才能被忽略。对于均匀湍流，

σ(r)

U
=

√
2〈u2

1(x)〉(1− f(r))

U
¿ 1. (9)
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Bule line:
 fresult(x) = a*exp(b*x) + c*exp(d*x)
Coefficients (with 95% confidence bounds):
a = −0.006749 (−0.01201, −0.001486)
b = 0.004651 (−0.01751, 0.02682)
c =       0.855  (0.8447, 0.8652)
d =     −0.2532  (−0.2594, −0.2471)

图二：自关联函数。点是实测值，红线是实测的平均值，蓝线是指数拟合曲线。
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图三：功率谱密度。点是实测值，蓝线线是实测的平均值，红线是拟合曲线。
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图四：结构函数。实线是实测值，红虚线是考虑系统误差后的值，点线是理论曲线∼ ∆t2/3。

• 携带脉动速度场大尺度风场的速度（平流速度，convection velocity）并不
总是U，而是围绕这个平均值做随机变化，如果随机变化的值偏离平均值
太远，泰勒假设不成立。这也就是说，如果大尺度速度场的特征脉动速度

σ(L) ≈
√

2〈u2
1(x)〉 ¿ U, (10)

那么大尺度风场的随机变化产生的影响可以被忽略掉。综合（9）和
（10）式，对于均匀湍流场，泰勒假设成立的条件是：

I ≡
√
〈u2

1〉
U

¿ 1, (11)

其中I被称为湍流强度。

• 对于切变湍流场，平均速度的切变造成了上流湍流脉动场的形变，因此泰
勒假设不成立。只有当脉动速度场的范围r 足够小时，平均速度的切变可
以忽略。具体说来，如果假设速度场存在垂直方向的切变，那么

r

U

dU(z)

dz
¿ 1, (12)

才能保证范围为r的脉动速度场其平移不受切变的影响。对于切变湍流
场，泰勒假设成立的条件是（11）和（12）均成立。

2.2 对对对什什什么么么样样样的的的湍湍湍流流流场场场进进进行行行泰泰泰勒勒勒假假假设设设修修修正正正

当湍流强度并不远小于1的时候，我们需要修正泰勒假设。在下面的推导
中，我们假设湍流场存在切变，但是所考虑的脉动速度场范围比较小，以至于
湍流场的切变效应对于它们可以忽略不计。准确地说，我们考虑满足（12）式
的湍流速度场，也就是

r ¿ U

dU/dz
. (13)
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另外，我们希望湍流脉动场的演化速度不大，以至于脉动场可以被看作是冻结
的，这要求（9）成立，也即是

√
[1− f(r)] ¿

√
〈u2

1(x)〉
U

.

若A ≤ aB，我们就认为A ¿ B，其中a是小于1的常数。参见图二，可设关联函
数f(r)指数衰减，即

f(r) = exp(− r

L
),

其中，L是关联长度：

L ≡
∫ ∞

0

f(r)dr.

当r很小时，可对f(r)进行Taylor展开：

f(r) = 1− r

L
+O

( r

L

)
,

其中高阶项为；

O(r/L) = exp(− r

L
)− 1 +

r

L
.

保留一阶项，脉动场冻结的判据为

r ≤ a2L
〈u2

1〉
U2

. (14)

对于我们所关心的湍流，一般I < 0.3，如果取a = 1，那么用上式替代1 − f ≤
a2〈u2

1〉/U2作为判据，其误差不大于:

O(r/L)

a2〈u2
1〉/U2

= 5%.

因此，当通过实验确定在某一误差范围内的a的值后，我们修正满足以下条件的
泰勒假设：1）湍流强度并不远小于1；2）（12）和（13）式同时成立，当然在
同一确定的误差范围内，两式中的系数a可能并不相同。这也就是说，小尺度湍
流脉动场被大尺度均匀风场携带，近似冻结地经过观测点，但是由于湍流强度
并不远小于1，或者说大尺度风场存在较大的随机起伏，使得原始的泰勒假设需
要修正。

2.3 泰泰泰勒勒勒假假假设设设的的的修修修正正正方方方法法法

Hill在1996年提出了一种系统地修正泰勒假设的方法3，该方法可以修正
结构函数，功率谱以及关联函数。这种方法实际上是Lumely两项展开模型4的
推广，而Wyngaard和Cllfford通过平流速度的高斯分布模型5说明了Lumely的模
型在湍流强度小于0.3时，能较为准确地替代全展开。例如：对于速度场的一
阶导数两者没有差别，对于速度场的二阶导数，两者的差别不大于15%. 因
此，Hill提出的修正方法，不仅2.1中列出的两个条件要满足，并且I < 0.3，下
面我们就来介绍这种修正方法。

3Atmospheric Research, 40, 153(1996)
4The Physics of Fluids, 8, 1056(1965)
5Journal of the Atmospheric Science, 34, 922 (1977)
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设观测点的位置为原点，观测区间是[0,T]，观测到的湍流场脉动风速
为u(0, t). 由于平流速度的起伏主要与大尺度风场有关，因此我们将原始风
场分为高通成分和低通成分，低通的这部分就近似代表了大尺度风场，或平流
速度，用U(0, t)表示。我们将整个观测时间分成许多段，每一段内的平流速度
可以近似看作是常数。正因为如此，每一段内的风场满足2.1中泰勒假设适用的
条件，因此有

z(0, t + τ) ≈ z(Uτ, t),

其中z可以表示结构函数，关联函数或者混合矩等统计量。令每一段内的平流速
度与整个区间的平均速度差为∆U, 即

∆U = Ū−U

其中用上横线表示整个区间的时间平均。因此，如果令ρ = −∆Uτ，r = Ūτ，
则：

z(Uτ, t) = z(ρ + r, t)

其中ρ表示由于平流速度的偏差引起的小尺度速度脉动场的位移变化。对ρ进
行Taylor展开，

z(ρ + r, t) = z(r, t) + ρnz(r, t)|n +
1

2
ρnρpz(r, t)|np + · · · ,

= z(r, t)− τ∆Unz(r, t)|n +
τ 2

2
∆Un∆Upz(r, t)|np + · · ·

其中“· · · |n”表示对rn的导数。对上式在整个时间段进行平均，考虑到∆Ū = 0并
假设∆U与z统计独立，因此可以得到：

Z(ρ + r, 0) = Z(r, 0) + r2σnpZ(r, 0)|np + · · · ,

其中，

Z(r, 0) = z̄(r, t)

r = Ūt

σnp =
∆Un∆Up

2Ū2
.

因为高通成分的幅度相对于低通成分很小（参见Frisch书中23页的示意图6），
因此我们可以用观测到的全湍流场代替高通统计量：

σnp =
unup

2Ū2
,

因此，保留到二阶项的泰勒假设修正为：

Z(0, τ) ≈ Z(r, 0) + r2σnpZ(r, 0)|np ≡ Z(r, 0) + P.

Hill计算了二阶结构函数Dij的修正项P在局地各向同性假设下的表达式：

P11 = D′′
11σ11 + D′

11(σ22 + σ33) + 2(D22 −D11)(σ22 + σ33)

P22 = 2(D22 −D11)σ22 + D′′
22σ11 + D′

22(σ22 + σ33),

6U. Frisch, Turbulence,Cambridge University Press, 1995
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图五：补偿结构函数函数。点是Taylor修正值，线是实测值，误差棒是随机误差，湍流强度0.5

其中

D′ = r
dD

dr
≈ τ

dD

dτ

D′′ = r2d2D

dr2
≈ τ 2d2D

dτ 2
.

利用上述误差计算式我们对风速观测资料做了分析，结果如图五所示，可以发
现即使湍流强度达到0.5，Taylor修正的影响也不是很大。

Wyngaard 和Clifford 根据Lumely两项展开模型计算了导数二阶矩的修正
项P在局地各向同性假设下的表达式：

P1,1 = (u1,1)2(σ11 + 2σ22 + 2σ33)

P2,1 = (u2,1)2(σ11 + 0.5σ22 + σ33).

因此单位质量能量耗散率的修正项为：

Pε = 15νP1,1.
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