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第5章 静定结构位移计算



主要内容

5.1 概述

5.2 变形体的虚功原理

5.3 结构位移计算的一般公式-单位荷载法

5.4 静定结构在荷载作用下的位移计算

5.5 图乘法

5.6 静定结构在非荷载作用下的位移计算

5.7 线弹性体系互等原理



5.1 概述

移动荷载 - 是一组大小不变，方向不变，相互之间距离不变，但作

用位置随时间变化的荷载。

需要解决的问题：1. 结构上某一量值（内力，反力或位移）随荷载作

用位置变动时的变化规律；2. 确定使上述量值达到最大时移动荷载的

作用位置，即该量值的最不利荷载位置，并估计相应的最不利值；3.
确定结构各截面上内力变化的范围，即内力变化的上限和下限。

在单位移动荷载作用下表示结构某一量

值（影响量）变化规律的图形，称为该

量值的影响线。所谓单位荷载是指数值

和量纲均为一的量，它可以在实际移动

荷载可到达的范围内移动。
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5.2 变形体的虚功原理
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FyA的影响线
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4.2 静力法作影响线

静力法 - 利用平衡条件列出某指定量值S(代表某项内力或反力）随
单位荷载FP=1作用位置的移动而变化的数学表达式，称为影响线方
程，然后再按照影响线方程做出量值S的影响线。
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• 由整体静力平衡条件得到影响线方程

悬臂梁支座反力FyA和FyB的影响线

  yA yB
l x xF F

l l
−

= =，

（取反力向上为正）

1



4.2 静力法作影响线

静力法 - 利用平衡条件列出某指定量值S(代表某项内力或反力）随
单位荷载FP=1作用位置的移动而变化的数学表达式，称为影响线方
程，然后再按照影响线方程做出量值S的影响线。
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• 由隔离体静力平衡条件得到影响线方程
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FP=1x

l
a b

l/4

CA B DX

悬臂梁在C点受单位荷载作用

4.2 静力法作影响线

MC影响线 M图

荷载类型 移动荷载 固定荷载

图形表示的内力 固定截面的弯矩 各个截面的弯矩

一般点纵标的含义 单位荷载作用于X点时C点弯矩 单位荷载作用于C点时X点弯矩

A点纵标为零的含义 单位荷载作用于A点时C点弯矩 单位荷载作用于C点时A点弯矩

正负号的规定 根据建立的坐标系（向上为正） 按照结构力学的规定
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4.2 静力法作影响线

静力法 - 利用平衡条件列出某指定量值S(代表某项内力或反力）随
单位荷载FP=1作用位置的移动而变化的数学表达式，称为影响线方
程，然后再按照影响线方程做出量值S的影响线。
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试绘制图示悬臂梁反力、截面C处弯矩和剪力的影响线

• 由隔离体静力平衡条件得到影响线方程
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4.2 静力法作影响线

静力法 - 利用平衡条件列出某指定量值S(代表某项内力或反力）随
单位荷载FP=1作用位置的移动而变化的数学表达式，称为影响线方
程，然后再按照影响线方程做出量值S的影响线。

试绘制图示悬臂梁截面B、C处弯矩和剪力的影响线
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4.2 静力法作影响线

FyB的影响线

• 由整体静力平衡条件得到影响线方程

1yBF =

FyB的影响线

• 由局部静力平衡条件得到影响线方程
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4.2 静力法作影响线

FyA影响线

FyD影响线
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4.2 静力法作影响线

结点荷载作用下梁的影响线
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间的任何影响线为一直
线；先作直接荷载作用
下的影响线，然后用直
线连接相邻两结点的竖
距得到结点荷载作用下
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4.2 静力法作影响线

静定桁架的影响线
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4.2 静力法作影响线

静定桁架的影响线

A B C D E F

KJIHG

10×3m 

4m
 

1 2
3

N2影响线

上承

下承

5/4

5/4
5/12

5/12

5/12

5/12

5/4

5/4

5/24
5/24

L

L



4.2 静力法作影响线

静定桁架的影响线
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4.2 静力法作影响线

组合结构的影响线
• 取F点为坐标原点，坐标x向左为正
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4.2 静力法作影响线

组合结构的影响线
• 取F点为坐标原点，坐标x向左为正
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4.2 静力法作影响线

组合结构的影响线
• 取F点为坐标原点，坐标x向左为正

1
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• 计算支座A和B的反力

• 计算AC杆轴力
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4.3 机动法作影响线

机动法 - 利用刚体系的虚功原理，将绘制静定结构内力和反力
影响线的静力问题转化为求作位移图的几何学问题。
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使机构顺着FyB的正方向发生虚位移，并

以δB和δP分别表示结点B处和移动荷载

FP=1作用点处的虚位移。δB和δP与取与

所求量值FyB方向一致为正。

δP是移动荷载FP=1所对应的位移，由于

单位力可以在整个梁上移动，虚位移图

上的任意点都可称为δP，因此δB=1对应的

虚位移图就是FyB的影响线。
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4.3 机动法作影响线
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机动法 - 利用刚体系的虚功原理，将绘制静定结构内力和反力
影响线的静力问题转化为求作位移图的几何学问题。



4.3 机动法作影响线

机动法的具体步骤：首先，撤除与所求内力或反力S相应的约束，并代以原

内力或反力S。此时原结构变为具有一个自由度的机构，并且仍处于平衡状

态。然后，使该机构顺着S的正方向发生单位虚位移，在此过程中只有S和
单位移动荷载作虚功，单位移动荷载所作的虚功等于其作用点沿FP=1方向

的位移值δP；而S所作的虚功就等于S本身。于是,由虚功方程可知S的影响线

就是δP，即相应机构中承载杆（移动荷载FP=1所作用的杆）沿FP=1方向所

形成的虚位移图。

求何撤何代以何 沿何吹气位移壹



4.3 机动法作影响线

例4-1：试用机动法绘制多跨静定梁MK, FQK, FQB, FQCL, FyF和MJ的影响线
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4.3 机动法作影响线

例4-1：试用机动法绘制多跨静定梁MK, FQK, FQB, FQCL, FyF和MJ的影响线

FP=1
CA B DK E F J G

1m 2m 2m 1m 2m 1m 1m 2m 1m

1

FQCL影响线

1/2

1
4/3

1/3

FyF影响线

MJ影响线 1

2m

2m/3

2m/3
1m/3



4.3 机动法作影响线

例4-2：试绘制图示刚架在AE杆上作用移动水平荷载时MDA, MC和FQC的影响线
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4.3 机动法作影响线
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例4-2：试绘制图示刚架在AE杆上作用移动水平荷载时MDA, MC和FQC的影响线



4.3 机动法作影响线

FQC影响线
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例4-2：试绘制图示刚架在AE杆上作用移动水平荷载时MDA, MC和FQC的影响线



4.4 联合法作影响线

联合法是指将机动法和静力法联合运用的一种方法。对于比较复杂的静定结

构来说，在用静力法绘制影响线时涉及的影响线方程较多，而且每一个方程

各有其适用的起止范围，影响线的整体图形往往不能迅速形成，绘制过程也

比较费时；若用机动法绘制，虽然影响线的整体图形能够由机构虚位移图迅

速得到，但当机构在几何特征上比较复杂时，影响线的竖标常不易求得。联

合法就是结合上述两种方法的优点来解决影响线绘制问题：即先运用机动法

迅速确定所求量值影响线的图形特征，再运用静力法确定图形上控制点的竖

标，从而顺利完成复杂静定结构影响线的绘制。



4.4 联合法作影响线
例4-1：试绘制图示结构A支座水平反力FxA和MDC的影响线
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4.4 联合法作影响线
例4-1：试绘制图示结构A支座水平反力FxA和MDC的影响线
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4.4 联合法作影响线
例4-1：试绘制图示桁架中杆1, 2, 3的轴力FN1 , FN2和FN3的影响线
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4.4 联合法作影响线
例4-1：试绘制图示桁架中杆1, 2, 3的轴力FN1 , FN2和FN3的影响线
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4.4 联合法作影响线
例4-1：试绘制图示桁架中杆1, 2, 3的轴力FN1 , FN2和FN3的影响线
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4.5 三铰拱的影响线
例4-1：试绘制图示桁架中杆1, 2, 3的轴力FN1 , FN2和FN3的影响线

FN3影响线
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4.6 影响线的应用

影响线是用于活载作用下结构分析的基本工具。应用影响线可以确定
某一量值随荷载作用位置移动变化规律，均布荷载的最不利分布或移
动荷载组的最不利位置以及结构各截面上内力变化的幅度范围。

• 影响量的计算

P1

n
i ii

S F y
=

= ∑

FP1 FP2 FPn

S影响线
y1

y2

yn

( )
B

A
S q x ydx= ∫

S影响线

A B

A
B

x

q(x)

dx

y



4.6 影响线的应用

影响线是用于活载作用下结构分析的基本工具。应用影响线可以确定
某一量值随荷载作用位置移动变化规律，均布荷载的最不利分布或移
动荷载组的最不利位置以及结构各截面上内力变化的幅度范围。

• 影响量的计算

2/8

5/8

3/8

1/8
FQC影响线

2 1 3 1 2 1 5 1 315 15 35 8 2 5 3 15 6 9kN
8 8 8 2 8 2 8 2 8
2 1 5 1 2 1 5 1 315 15 35 8 2 5 3 20 6 26kN
8 8 8 2 8 2 8 2 8

L
QC

R
QC

F

F

   = × − × + × + × × × − × × + × × = − =   
   
   = × − × − × + × × × − × × + × × = − − = −   
   

15kN 15kN 35kN
8kN/m

A BC
2m 1m 4m 3m

例：试利用影响线求图示伸臂梁截面C处的剪力



4.6 影响线的应用
• 确定最不利荷载布置

移动均布荷载

在工程设计中，一般将楼面活荷载简化

为任意间断布置的均布荷载来考虑。此

时使某一量值S达到最大值的最不利活载

分布可利用相应的影响线来确定。根据

下式可知：

当均布移动荷载满布相应的影响线的正

号区时，S即取得最大值；反之，当均布

活荷载满布相应影响线的负号区时，S取

得最大负值。

0

B

A
S q ydx qA= =∫

确定了移动均布荷载的最不利布
置后便可求得相应的最不利值

移动集中荷载 A B CD

q q

q

MD影响线



4.6 影响线的应用
• 确定最不利荷载布置

移动集中荷载

借助于某一量值S达的影响线，可直接

确定单个集中荷载使S达到最大正值或

最大负值时的作用位置，只需将该集中

荷载置于影响线正、负竖标位置最大之

处即可。但对于移动集中荷载组作用的

情况，则需要先分析什么样的荷载作用

位置可能使量值S取得极值，然后再从

这些位置中确定最不利位置。 P1 1 P2 2 P P+i i n nS F y F y F y F y= + + + + 

P1 1 1 P2 2 2 P P( ) ( ) ( ) ( )i i i n n nS S F y y F y y F y y F y y+ ∆ = + ∆ + + ∆ + + + ∆ + + + ∆ 

FP1 FP2 FPnFPi

α1  

α2  
h 

a b

y1
y2

yi

yn

S影响线

P1 1 P2 2 P Pi i n nS F y F y F y F y∆ = ∆ + ∆ + + ∆ + + ∆ 

P1 P2 P P 1 P( ) ( )i i n
h hS F F F x F F x
a b+∆ = + + + ∆ − + + ∆ 

结论：量值S取得极值的必
要条件是有一个集中荷载恰
好作用于影响线的顶点。



4.6 影响线的应用
• 确定最不利荷载布置

移动集中荷载
FP1 FP2 FPnFPi

α1  

α2  
h 

a b

y1
y2

yi

yn

S影响线

如果在荷载移动过程中ΔS由正值转为负

值，则S取得一个极大值。假设S取得极

大值发生在某个集中荷载作用于影响线

顶点时，则该集中荷载便称为量值S得
一个临界荷载，记为FPcr；其对应的荷

载位置为临界位置，若以ΣFL和ΣFR分

别记FPcr以左和以右的各荷载之和，则

可得三角形影响线时使量值取得极大值

的临界荷载判别式：

P

P

L cr R

L R cr

F F F
a b

F F F
a b

+
>

+
<

∑ ∑

∑ ∑

P1 P2 P

P 1 P

( )

( )

i

i n

hS F F F x
a

hF F x
b+

∆ = + + + ∆

− + + ∆







4.6 影响线的应用

例：试求图示简支吊车梁在吊车垂直荷载作用下支座B的最大反力。其中第
一台吊车轮压为FP1=FP2=426.6kN；第二台吊车轮压为FP3=FP4=289.3kN。

FP2作用于B点

FP3作用于B点

426.6kN 426.6kN 289.3kN
6m 6m

426.6kN 426.6kN 289.3kN
6m 6m

+
>

+
<

426.6kN 289.3kN 289.3kN
6m 6m

426.6kN 289.3kN 289.3kN
6m 6m

+
>

+
<

426.6 0.125 426.6 1 289.3 0.758
699.20kN

yBF
= × + × + ×
=

426.6 0.758 289.3 1 289.3 0.200
670.52kN

yBF
= × + × + ×
=

FP1 FP2 FP3 FP4
5.25m 1.45m 4.80m

A CB
6m 6m

FP1 FP2 FP3 FP4
5.25m 1.45m 4.80m

1
0.758

0.125

0.758
1

0.2

FP1 FP2 FP3 FP4
5.25m 1.45m 4.80m



4.6 影响线的应用
• 确定最不利荷载布置

移动集中荷载
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tan 0
tan 0

i i

i i

F
F

α
α

> 
< 

∑
∑

S量值取得极大值的临界荷载判别式 S量值取得极小值的临界荷载判别式
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y1
y2

yn

FP1 FP2 FPn

移动均布荷载

P1 1 P2 2 P P1 1 P2 2 P

P1

tan tan tan
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n n n n
n

i ii

S F y F y F y F x F x F x
x F

α α α

α
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= ∆ ∑
 

移动均布荷载+移动集中荷载



4.7 简支梁内力包络图
内力包络图是指在移动荷载作用下结构杆件
各截面的最大和最小（或最大负值）内力值
按一定比例标在图上所连成的曲线，实际上
是表达了各截面上内力变化的上下限。

1 2 3 4 5 6 7

FP3FP2 FP4

FP3
FP4

FP2 FP3 FP4

FP4FP3FP2

FP2

M1影响线

M2影响线

M3影响线

M4影响线

FP1 FP2 FP3 FP4
5m 1m

A B
12m

5m

P1 P2 P3 P4 285kNF F F F= = = =

1 872.8kN mM = ⋅

2 1425.0kN mM = ⋅

3 1656.6kN mM = ⋅

4 1710.0kN mM = ⋅

1 2 3 4 5 6 7

872.8
1425.0

1656.0 1710.0 1656.0
1425.0

872.8
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