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1 截断稳定分布

文献[6]给出的Koponen截断稳定分布的特征函数为：
When 0 < α < 1，

lnΦ(k) = CΓ(−α)[q(λ + ik)α + p(λ− ik)α − λα], (1)

and when 1 < α < 2，

lnΦ(k) = CΓ(−α)[q(λ + ik)α + p(λ− ik)α − λα − iαλα−1(q − p)k], (2)

其中，q + p = 1. 对比文献[4]的（1）式、（2）式和文献[6]的（2）式、
（6）式，可知：β = p− q，C = A+ + A−.

λ = 0时的情况。 在这种情况下，(1)式和(2)式均转化为稳定分布的特
征函数：

lnΦ(k) = CΓ(−α)[q(ik)α + p(−ik)α]

= CΓ(−α)|k|α
{

q

[
cos

(
πα

2

)
+ i

k

|k| sin
(
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2

)]

+p

[
cos

(
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2

)
− i

k

|k| sin
(

πα

2

)]}

= CΓ(−α) cos
(

πα

2

)
|k|α

[
1 + i(q − p)

k

|k| tan
(

πα

2

)]

= CΓ(−α) cos
(

πα

2

)
|k|α

[
1− iβ tan

(
πα

2

)
(signk)

]
.

将上式与文献[7]的(1.6)式进行比较，可知：

CΓ(−α) cos
(

πα

2

)
= −γα (3)
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λ 6= 0时的情况。 当0 < α < 1时，有：

lnΦ(k) = CΓ(−α)
{
(λ2 + k2)α/2 [q (cos θ + i sin θ)α + p (cos θ − i sin θ)α]− λα

}

= CΓ(−α)
[
(λ2 + k2)α/2(cos αθ + i(q − p) sin αθ)− λα

]
,

其中，θ = arctan(k/λ). 进一步整理上式，有：

lnΦ(k) = CΓ(−α) cos
(

πα

2

) [
cos αθ

(λ2 + k2)α/2

cos
(

πα
2

) (1− iβ tan θα)− λα

cos
(

πα
2

)
]

.

(4)
利用Γ函数的一些性质[1]：

Γ(α)Γ(1− α) =
π

sinπα
−αΓ(−α) = Γ(1− α),

可知文献[4]中的变量（t = 1时）：

c =
(A+ + A−)π cos

(
πα
2

)

αΓ(α) sin(πα)
= −CΓ(−α) cos

(
πα

2

)
(5)

令

c0 =
λα

cos
(

πα
2

) . (6)

将c，c0代人（4）式，则：

lnΦ(k) = −c

[
(λ2 + k2)α/2

cos
(

πα
2

) cos αθ(1− iβ tan θα)− c0

]
. (7)

与文献[4]式（3）对比，可知此文献（3）式的错误有两方面：其一，该式
第一项应为cc0；其二，该式第二项最后一括号中应为[1− iβ . . . . 实际上，
文献[6]已经指出了第一个错误，但未指出第二个错误，此外该文献以脚注
形式指出该错误时，也引入了一个书写错误，即(k2 + λ2)误为(k2 + α2)，应
当注意。

根据（4）式，可知：

lnΦ(k) =
γα

cos
(

πα
2

)
[
λα − (λ2 + k2)α/2 cos αθ(1− iβ tanαθ)

]
. (8)

按照同样的方法，当1 < α < 2时，

lnΦ(k) =
γα

cos
(

πα
2

)
[
λα − (λ2 + k2)α/2 cos αθ(1− iβ tanαθ)− iαβλα−1k

]
.

(9)
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（8）和（9）式与文献[5]中的（34）和（35）式一致，只是第（35）式最
后一项符号有误。

归一化后的参数关系。 根据特征函数的性质：

〈xn〉 =
1
in

dnΦ(k)
dkn

∣∣∣
k=0

. (10)

因此，

〈x〉 = (−i)
dΦ(k)

dk

∣∣∣
k=0

= 0

〈x2〉 = −d2Φ(k)
dk2

∣∣∣
k=0

= 1. (11)

当0 < α < 1时，（11）式等价于：

βλα−1 = 0

CΓ(−α)α(α− 1)λα−2 = 1. (12)

当1 < α < 2时，（11）式等价于：

CΓ(−α)α(α− 1)λα−2 = 1. (13)

自相似特征。 n个独立同分布的截断稳定随机变量的和分布，其中心

分布在n不太大时近似满足稳定分布，即（see pages 19-20 of [7]）：

X1 + X2 + · · ·+ Xn
d= n1/αX, (14)

其中Xi, X是独立同分布的截断稳定随机变量。上式也可表示为：

f(x) = n1/αfn(n1/αx), (15)

其中，f(x)是X的概率密度函数，fn(x)是X1 + X2 + · · ·+ Xn的概率密度函

数。

（15）式的证明如下：

P (
n∑

i=1

Xi ≤ y) = P (n1/αX ≤ y) = P (X ≤ n−1/αy). (16)

因此，等式两边求导，得：

fn(y) = n−1/αf(n−1/αy). (17)

令x ≡ n−1/αy，即为（15）式。
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2 对数正态模型

对数正态模型的对称概率密度函数为[3]：

f(x) =
1

2πλ

∫ ∞

0
exp

(
− x2

2σ2

)
exp

(
− ln2(σ/σ̄)

2λ2

)
dσ

σ2
, (18)

归一化后的参数关系。 该模型的n阶矩为：

〈xn〉 =
∫ ∞

−∞
xnf(x)dx

= σ̄n

[
1√
2π

∫ ∞

−∞

(
x

σ

)n

exp

(
− x2

2σ2

)
d

(
x

σ

)]

1
λ
√

2π

∫ ∞

−∞

(
σ

σ̄

)n

exp

(
− ln2(σ/σ̄)

2λ2

)
d ln

(
σ

σ̄

)

= σ̄nPn exp(n2λ2/2), (19)

其中，Pn是正态分布的n阶矩。因此，对于归一化后的概率密度函数：

〈x2〉 = σ̄2 exp(2λ2) = 1. (20)

级串特征。 根据（18）式，可知：

Xλ
d= WλG, (21)

其中，G是正态分布，Wλ 是满足对数正态分布随机变量，且与G无相关关

系。上式的证明如下：

P (WλG ≤ x) =
∫ ∞

0
dσ

∫ x/σ

−∞
dgfG(g)fWλ

(σ) (22)

对上式求导，可得：

fWλG(x) =
∫ ∞

0
fG

(
x

σ

)
fWλ

(σ)
dσ

σ
, (23)

其中：

fG(g) =
1√
2π

exp

(
−g2

2

)

fWλ
(σ) =

1
σ

1√
2πλ

exp

(
− ln2(σ/σ̄)

2λ2

)

因此，对比（18）式，则：

f(x) ≡ fXλ
(x) = fWλG(x). (24)
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对数正态分布满足以下性质：

Wλ
d= Wλ,λ′Wλ′ , (25)

其中，Wλ,λ′和Wλ′是两个独立的对数正态分布随机变量，且：

ln σ̄ = ln σ̄1 + ln σ̄2

λ2 = λ2
1 + λ2

2,

其中，σ̄1和σ̄2分别是Wλ,λ′ 和Wλ′的平均值，而λ1和λ2分别是Wλ,λ′ 和Wλ′的

标准差。（25）式的证明如下：

P (Wλ,λ′Wλ′ ≤ σ) =
∫ ∞

0
dσ1

∫ σ/σ1

−∞
dσ2f(σ1, σ2), (26)

其中，f(σ1, σ2)是Wλ,λ′ 和Wλ′的联合PDF。由于Wλ,λ′ 和Wλ′之间相互独

立，于是：

f(σ1, σ2) = fWλ,λ′ (σ1)fWλ′ (σ2)

=
1

2πσ1σ2λ1λ2
exp

[
−(lnσ1 − ln σ̄1)2

2λ2
1

]
exp

[
−(lnσ2 − ln σ̄2)2

2λ2
2

]
.

将上式代人（26）式，并对该式两边求导，可得：

fWλ,λ′Wλ′ (σ) =
∫ ∞

0

dσ1

σ1
f(σ1, σ/σ1)

=
1

2πσλ1λ2

∫ ∞

−∞
exp

[
−(lnσ1 − ln σ̄1)2

2λ2
1

]
×

exp

[
−(lnσ − lnσ1 − ln σ̄2)2

2λ2
2

]
d lnσ1

=
1

2πσ
√

λ2
1 + λ2

2

exp

[
−(lnσ − ln σ̄1 − ln σ̄2)2

2(λ2
1 + λ2

2)

]
.

上式第二步到第三步的详细推导，可参看文献[2]，page 92-93.

将（25）代人（21），可得对数正态模型的级串特征：

Xλ
d= Wλ,λ′Xλ′ . (27)

PROBABILITY OF FIRST RETURN. 基于（18），可知：

f(0) =
1

2πλ

∫ ∞

0
exp

(
− ln2(σ/σ̄)

2λ2

)
dσ

σ2
. (28)
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令x = ln σ，则：

f(0) =
1

2πλ

∫ ∞

−∞
exp

(
−(x− ln σ̄)2

2λ2
− x

)
dx

=
1

2πλ

∫ ∞

−∞
exp

[
− 1

2λ2

[
x− λ2

(
ln σ̄

λ2
− 1

)]2
]

dx×

exp

[
λ2

2

(
lnσ

λ2
− 1

)2

− ln2 σ̄

2λ2

]

=
exp(λ2/2)√

2πσ̄

根据（19）式，可知：

〈|x|〉 =
2√
2π

σ̄ exp(λ2/2)

〈x2〉 = σ̄2 exp(2λ2).

因此，
π2

2
〈|x|〉3f(0)
〈x2〉 = 1. (29)
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