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摘要： 不使用隐参数，仅通过半经典模型即可导出 Bell 使用隐参数导出的平均关联

及 Bell 不等式,对比 Bell 的推导过程显示出 Bell 的隐参数是不合理，不自然的，与量子力

学因果解释无关。 半经典模型的结果是量子力学结果的很好近似，它揭示出量子纠缠理论

所谓的超距现象只不过是经典角动量守恒律的量子力学表现，根本不是超距作用。  

 

在博文《关于 Bell 不等式（I）》中，作者已论证 Bell 不等式(包括 CHSH 不等式)的推

导实际上使用了电子纠缠对的态是两个电子自旋本征态直积的假设， 这种态不是量子纠缠

理论要求的由直积态叠加的单态。  

 

坚持量子纠缠理论的学者如果需要这些不等式适用于单态， 就必须对 Bell 不等式的推

导做出修正。 虽然这是可能的，但本文不拟讨论修正的方法，而是关注 Bell 如何将其设想

的隐参数不合理、不自然地强加给因果解释的过程。 

 

本文第一节将介绍一个不使用隐参数， 仅用半经典模型推导出的平均关联公式， 它与

Bell 用隐参数得到的平均关联相同。这节还将指出，半经典模型的平均关联是量子力学给

出的平均关联的很好近似， 该关联也揭示了量子纠缠理论中纠缠对的“超距作用现象”不

过是经典守恒律的表现，根本不是超距作用。 

 

本文第二节介绍 Bell 原文【1】的推导过程， 分析他如何根据自己对隐参数的理解给出

观测值          和          与    、    轴以及参数   的精确关系， 以及如何得到相应的平均

关联。  

 

通过两节的对照可以看出，Bell 的隐参数理论费解，不自然，也可看出，Bell 设想的

隐参数理论是强加给量子力学因果解释的。 

 

一． 自旋相反电子对的半经典模型 

 

设想一个自旋相反电子对         的半经典模型。 

 

假设两个电子在分别沿    、    轴的自旋关联测量前，电子    有确定自旋方向， 这里

用单位矢量     表示其方向 （注：正统量子力学不承认没测量的电子有自己确定的自旋方

向，但又承认存在一个极化矢量    ，将在本文第二节进一步讨论）。 自然，电子     的自

旋方向为     。 

 

用      表示     与     轴之间的夹角， 按照半经典的思考， 如果沿     轴重新测电子 

   的自旋，则其自旋方向会自然转到     在     轴的投影方向（注：正统的量子力学则认为

测量后, 电子的自旋既可能朝向该投影方向，也可能反向， 只是前者的概率大于 
 

 
）， 因



此对其关联测量的值应是 

 

                                                                                  (1) 

 

不需要超距作用，假设对两个自旋相反电子的关联测量是相互独立的，也就是说，假设

对电子    自旋测量后，电子     的自旋方向仍为      （量子纠缠理论认为，由于超距作

用其自旋方向已自动塌缩到      方向）。这时，对电子     沿      轴的关联测量值就是 

 

                                                                                (2) 

 

现在用三维物理空间的直角坐标系         对这一模型进行更直观的描述（图一）。 

 

                                图一 

 

不失一般性， 设测量轴     与 X 轴同向重合，     轴落在 XY平面上（如图一）。       表

示     在 XY 平面上的投影。     表示 Z轴与     的夹角（       ），   表示由     轴转

到     轴的转角（转向如图一所示，       ），      表示由     轴转到        的转角 

（         ）,     和     分别表示轴      和     与     的夹角。  

 

不难看出: 

 



               
                       

                           
                              （3） 

 

对给定的上述电子对        ，沿     和     的自旋关联定义为 

 

                                                                                         （4） 

 

这一关联明显依赖原电子对的     取向。 

 

由于自旋相反的电子对第一个电子的自旋方向     可以是空间任何方向，而且没有任何

理由假设某方向有特殊性，即     取任一方向的机会都均等。容易看到，    的任一取向与球

面  上的点形成一一对应，该球面以坐标原点为中心，半径等于 1。 

 

因此， 有理由按以下方式定义     取遍所有方向的自旋相反电子对关于     和     两个

方向的自旋平均关联 

 

                         
                           

   
                                      (5) 

 

其中右方的分子与分母都是对球面    的第一类曲面积分。 将（3）代入（1） 和 （2）， 再

代入（5），使用球面的面积元                    , 并且注意当         时，

         ，(5)式可写成 

 

                     
           
 

  （            ）                  
  

      

           
 

       
  

 

                 (6) 

 

   （6）可进一步化简为 

 

                       
 （            ）                  
  

      

  
                         （7） 

 

为计算（7）， 先设     
 

 
。 在 XY 平面图 （图二）上显示当旋转角度      由 0

变到    时，乘积（            ）                   （图中用 +1，-1 表示）在单位圆

周上不同弧段变化的情况。由此可得出， 

 

                   
          

  
  

    

 
 

 



 

                                     图二 

 

当  
 

 
    、    

  

 
 或 

  

 
      时，可以用类似的方法给出相应的            

值 （这里不再赘述）。 最后得到 

 

                           

    

 
         

         

 
         

                              （8） 

 

    如果不按图一将   理解为由     到     的转角，而是理解成矢量     与     的夹角，就有 

     ，（8）式可简化成 

 

                             
    

 
                                            （8’） 

 

    （8’）与 Bell 原文用复杂的隐参数方法得到的平均关联相同，同样满足 Bell 不等式。 

 

量子力学中自旋相反电子对关于     和     两个方向的自旋平均关联公式是 

 

                                                                             (9) 



图三显示了两种关联的差异，其中紫色斜线是由（8’）式给出的，蓝色的曲线是由（9）

式给出的。如果不过分挑剔，可以说半经典方法得到的（8’）式是量子力学得到的 (9)式的

很好近似。 

 

 

                                   图三 

 

二者在    、
 

 
 或   时完全相同。特别，在     或   时，主张量子纠缠理论的

一些学者将               ,                 解释成纠缠对电子存在超距联系，因为按他们

的理解， 该结果意味着当将第一个电子沿     轴测量自旋后， 与之纠缠的第二个电子的自

旋，受超距作用，立即沿     轴塌缩到与第一个电子相反的方向。 

 

另一方面，根据半经典的平均关联的推导， 根本不需要有这种超距作用，也同样有 

             ,               。 

 

因此有充分理由说，自然界根本不存在神秘超距作用，              ,                 

只是经典自旋守恒的表现。 

 

在   取其它值时，二者存在差别是可以理解的，因为对于电子等微观粒子，它们的性

质完全不同于经典粒子。 

 

其实，量子力学的关联实验也在绝大多数情况下证实了半经典平均关联 （8’）满足的

Bell 不等式是正确的。在某些条件，如在     
 

 
，    

 

 
 以及     

  

 
 条件下，Bell

不等式会受到破坏。读者可以用（8’）式检验，这些条件恰恰对应着 Bell 不等式等号成立

的特殊情况。此时不等式被破坏是可预料的。 

 

应该注意到，Einstein 和量子力学因果解释学派的带头人都是量子力学的创始人，正

是他们提出了量子的 “波粒二重性”，建立了将波与粒子二重性联系起来的德布罗意公式，

提出了量子力学的基本运动方程， 没有任何理由设想他们会认为由半经典思考得到的平均

关联（8’）是处处正确的。 

 

如果真有量子力学的隐参数理论的话，隐参数理论绝不会重复前面的半经典模型，而

是通过隐参数着重描写为什么量子力学的平均关联是（9）。 
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下一节将指出，Bell 的原文是怎样通过其设想的“隐参数”将平均关联（8’）及 Bell

不等式强加给量子力学因果解释学派的。 

 

二．Bell 原文中给出的平均关联 

 

由于以前没有因果解释学派的学者给出过隐参数的具体形式，所以 Bell 原文的开始部

分也没有设定隐参数   的维数。但为了使其设想的测量值          ，         等在隐参数理

论中确实可以存在，他必须给出一种设想的用隐参数表达的          ，         理论值。 

 

为此， Bell 使用单位矢量     描写单个电子的隐参数，并使用有点积符号表达的对隐

参数的限制(该文 404) 

 

                       

 

其中     是粒子（电子）的单位极化矢量。电子的极化矢量的概念仅在少量有相当深度的教

科书中找到解释（如【2】，【3】）， 按照【2】，它是指，当如果可以使用带有自旋的电子波

函数描写电子的纯态时，那就必然存在一个特定方向，沿该方向电子的自旋态取值为  
 

 
，

该方向就是极化方向。 

 

（注：应该说极化矢量的概念实际上不是针对单个电子，它是理想的电子系综下的统计

物理量。 文【3】进一步指出，对于电子处于自旋取向完全无规的混合态时，沿任何方向都

有      ， 这时就谈不上极化矢量。本文不拟深入讨论相关的问题，假设电子处于纯态，

按照【2】     是有意义的。） 

 

由于，数学上定义点积时， 至少要求点积对参与点积的两矢量是对称的。 这意味着     

的维数必须与     的维数（3维）相同，否则不能定义点积。 为什么     是 3维而不是大于

三维的，Bell 没有明确说明。为此，作者请教过不少专家，至今没有找到令人满意的答复。  

 

该文还引用了一个设想的单位矢量       及有关的表达式（404 页（4）式） 

 

                                                                                 （10） 

 

用其表示电子自旋算符      在     轴分量的测量结果。Bell 要求        以下面方式由     与     

确定（原文（4）式）， 

 

                                   
   

 
                                    (11) 

其中    是       与     的夹角，  是     与     的夹角。 

 

上述的要求或约定满足后， Bell 宣布可以得到一个所希望的关于          的平均值（原

文没有给出该平均值的推导过程）， 



                                                                            （12） 

 

    通过上述准备， Bell 提出了一种用其隐参数表示的          ，         理论值 （405 页

的公式（9）） 

 

                              
                       

                    
                             （13） 

 

其中第二行        是原文的明显笔误（应是           ）。 

 

Bell 以（13）为基础，导出（猜测是仿照（12）的推导，但原文也没给出推导过程）

“隐参数理论”的平均关联公式 

 

                                         
  

 
                                 （14） 

 

其中   是     与     的夹角。 

 

    注意（11）式的左方与用半经典思考得出的（8’）式右方有相似之处，Bell 为何能给出

条件（11）无从得知。 设想他也通过与本文类似的思考先得到（8’）， 由此联想提出 (11)， 

这似乎是个合理的解释。 

 

然而，历史上未曾有任何主张量子力学因果解释的学者提出隐参数必须是三维的， 也

没有任何学者会认为微观量子的行为与宏观的测量无关，认为测量值          ，         仅由

与测量无关而且莫名其妙的三维隐参数     按（13）式精确决定。 

 

按照普通人的正常思维，一般也会认为如果影响量子在测量时表现的隐参数存在，这类

隐参数也一定非常复杂，与测量仪器的结构，测量方法，测量过程以及其它环境因素都有关

系，绝不会是三维的。 

 

事实上，（13）式与（14）式都不是主张因果解释的学者提出的。 

 

因此， 用隐参数表示          ，         的理论值（13）以及平均关联公式（14）是 Bell 

强加给 Einstein 和量子力学因果解释学派的。 

 

三．一些思考 

 

其实，如果不是为了挑战 Einstein 等， Bell 直接将电子对中第一个电子的极化矢量 

    代替苦心引入的三维隐参数    ， 即可按半经典的模型简单直接地得到平均关联（14）及

其满足的 Bell 不等式。 而理论与实验都证实这样的结果是量子力学的很好近似， 这本应

该是 Bell 的重大贡献。 

 



令人遗憾的是，他恰是为了挑战量子力学的因果解释，通过不合理、不自然的方式强加

给对方一个隐参数， 并通过复杂推导得到上述公式。 这实际上并不能证明因果解释不正确，

却使得这些公式的积极意义变得暗淡， 甚至被不恰当地利用。 

 

有关 Bell 不等式以及关于量子纠缠对是否有超距作用的争论还涉及到量子力学一些更

深入的问题，这些将另文讨论。 
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为读者方便，另附上 Bell 的原文。 
 

 

 

 

 

 


