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摘要：指出，流行的关于 Bell 不等式的不同推导方法都蕴含了假设，即电子纠缠对的态

是两个电子自旋本征态的直积态，而不是正统量子纠缠理论要求的由直积态叠加的单态。 

 
众所周知，Bell 不等式（参考【1】）和后来的 CHSH 不等式（参考【2】）是现代一些主

张量子力学纯几率解释（正统）学派否定以爱因斯坦、德布罗意、鲍姆和薛定谔为代表的量

子力学因果解释学派的主要依据。也是部分学者主张有神秘超距作用的“量子纠缠”理论的

重要依据。 

 

作者自 2012 年初发表博文 Bell态及量子隐形传态的内涵和关于 Bell态及量子隐形传态以来， 注意到两个不等式

在纠缠理论中的重要作用。为了慎重，反复查看有关资料，进一步了解这些不等式的准确含

义，研究它们与量子力学的确切关系，发现藉 Bell 不等式否定以爱因斯坦、德布罗意、鲍姆

和薛定谔为代表的量子力学因果解释是完全没有道理的。 将分两部分详细阐述这一结论，

本文是第一部分。 

 

一．Bell 不等式与量子力学的矛盾 

 

Bell 和 CHSH 的原文（【1】和【2】）都是研究处于相互关联（纠缠）自旋为 
 

 
 的微观粒

子对        ，并假设两个粒子的自旋方向相反。为了与因果解释中的隐参数理论联系起来， 

还假设两个粒子的状态由（可以是多维的）隐参数λ 决定。 Bell 的论文用符号         （CHSH

的论文用符号       )表示对粒子    沿给定的轴     （或 a）测量自旋的结果，即如果测得

自旋值为  
 

 
， 则           ，如果自旋值为 

 

 
， 则            ；用         （或       )

表示对粒子    沿给定的轴    （或 b）测量自旋的结果。这两个测量合在一起称为纠缠粒子

对         沿轴     与     的一次关联测量。  

 

上述关联测量的结果依赖于参数λ 及     与     两轴的选择。 Bell 的另一个假设是该关

联测量结果与测量          和          的先后顺序无关。 

 

显然 

 

                                                                                      （1） 

 

由于两个粒子自旋相反，如果     与     两轴重合，则 
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                       =-        ,          =-                                       （2） 

 

用      表示纠缠粒子对        关于隐参数λ 的分布密度。 由此可以定义这类纠缠对

集合沿     与     两个轴的平均关联 

 

                                      （或                          ）       （3） 

 

本文将用黑体字强调两个基本事实。 

 

基本事实 1：在积分式（3）中乘积的两个因子          和        ，对同一个参数，必

须用同一纠缠对         两个粒子的关联测量。 

 

实际的关联测量必须如此。 否则，如果测量          和          用的两个粒子来自不同

纠缠对，关联测量则毫无意义。 

 

以下等式显然成立： 

 

                   ,               

 

物理上也可预料，如果           则              。 

 

具体的 Bell 不等式是 

 

                                                                              （4） 

 

CHSH 不等式是 

 

                                                                    （5） 

 

两个不等式都涉及到除了沿     与     两轴的关联测量外， 还有沿     与    两轴的关联

测量，沿     与    两轴的关联测量， CHSH 不等式还涉及到沿        与     两轴的关联测量，

以及沿        与    两个轴的关联测量。 

 

Bell 及 CHSH 原文对这两个不等式的推导都是根据平均关联的定义（3）进行的。推导

仅几个简单步骤，有一点积分知识即可看懂。下一节将讨论推导中的具体问题。 

 

量子力学对平均关联的推导较复杂，涉及到纠缠电子对的单态、自旋算符等复杂概念的

表示。 若理清这些复杂概念及相应的运算规则， 则可通过并不复杂的计算，得出量子力学

观点的平均关联（参考文献【3】33页） 

 

                                ，                  ，                            (6) 



其中    的下标   表示关联是按量子力学观点得出的，    、    和     分别表示     与 

   、    与    以及     与    的夹角。  

 

如果这三个不同的轴在同一个平面内， 而且     
 

 
，    

 

 
，那么必然有     

  

 
。

此时， 

 

                                                                              （7） 

 

显然（7）式与（4）式相互矛盾。由于在这种条件下，实际的测试结果符合（7），因此一些

物理学家认为量子力学的隐参数理论是错误的。 

 

二．Bell 不等式与量子力学中关于纠缠对的不同要求 

 

自 Bell 不等式提出以后，关于其意义的争议一直不断。 既然 Bell 不等式与量子力学的

关联都经过了严格的数学推导， 那么这种矛盾一定是由于对同一类物理现象两种理论分别

使用了不同的概念。那么，两者是在哪些概念上存在不同呢？ 

 

仔细推敲 Bell（或 CHSH)的原文对不等式的推导， 可以发现： 为了将          、          

及           的积分式联系起来， Bell 暗含地使用了 

 

假设：所讨论的电子纠缠对的态必须是两个自旋相反电子本征态的直积态，而不是量

子力学中纠缠对的（由两个直积态叠加而成的）自旋单态。 

 

下面将以 Bell 原文中的推导详细说明这一点。为此，先指出以下 

 

基本事实 2： Bell 不等式（4）涉及到，除了沿     与    两轴的关联测量外，还有沿 

    与    两轴的关联测量，以及沿    与    两轴的关联测量。 实际测量上述任何一个平均

关联时，都要专门使用一个依赖各个参数的纠缠对集合，由于给定的纠缠对只能做一次相

关测量， 任何两个不同的平均关联测量必须使用两个完全不相交的纠缠对集合。除此还需

保证在这些不同集合中，纠缠对有相同的分布密度     。 

 

由于在同一个参数下，有相同纠缠的粒子对必须足够多（理论上应无穷多）， 使得不等

式中出现的所有平均关联测量都可独立地实施。 

 

利用公式（2），在 Bell 不等式的证明中使用了以下等式， 

 

                                                                                （8.1） 

 

                                                                                   (8.2) 

 

                                                                                   (8.3) 



需要注意的是，积分中乘积的两个因子对应的必须是同一对纠缠粒子的关联测量值。 

 

 Bell 推导中的关键部分是 

 

                                                                     

                                                               

                                                                             （9） 

 

上式括号中一行是为说明方便由本文作者补充的中间步骤，它利用了等式（1）。 

 

研究（9）式第一行等号的右方。将                   和                 在同一参数下连在

一起，容易被认为物理上不可能的对同一对纠缠粒子的两个不同关联测量， 幸好它们是用

减号联系起来的两个不同积分， 只要记住两个乘积所对应的电子对是不同的即可。 

 

（9）式的最后一行是提取公因子                  得到的。 显然， 该公因子必须是第

一个（关于           ）积分式中同一对纠缠粒子对于     与     两轴关联测量值的乘积，这意

味着中间一行                  中的          必须同于公因子中的         。 

 

最关键的问题是， 公因子                  中的          也来自           积分中的 

               。 这就要求在同一参数λ 下，公因子中的          与                 中的          

是同一个值，要么同是 +1， 要么同是 -1。 按基本事实 2， 用于                  测量的纠

缠对与用于                 测量的纠缠对一定是同一个参数下的不同的对。  

 

因此， Bell 不等式的证明蕴含了以下假设：在同一参数λ 下，对所有的纠缠对          

必须是同一个值。 类似， 其它各测量值， 如        、       、        、        和         

等，也都必须是定植，不依赖具体的纠缠对。  

 

同样的问题也出现在 CHSH 不等式的证明中，不再赘述。 

 

由上述 Bell 不等式所蕴含的假设可以看出，这些不等式都要求对给定的参数λ 及给定

的轴，所有的电子“纠缠态”必需同属一对自旋相反的电子    和    的两类直积态之一，

即或者同属 

 

21 pp  ||                          （10.1） 

 

或者同属 

 

 
21 pp  ||                         (10.2) 

其中 
ip| 表示电子    (i=1,2)的自旋方向与测量轴的方向相同，

ip| 表示电子   的自

旋方向与测量轴的方向相反。 



然而量子力学所讨论的电子纠缠对的态是由（10.1）和（10.2）两个直积态叠加的单态， 

 

)|||(|| _
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pppppp                       (11) 

 

它显然不是 Bell 不等式所讨论的纠缠对的态， 因为对任何给定隐参数λ 和给定的轴    ， 对

同一纠缠单态的多个不同电子纠缠对的第一个电子    测量          时， 一定会得到两个

不同的值 +1 和 -1，而且两个值出现的概率相同。这不符合 Bell 不等式所蕴含的假设。 

 

在一些科普读物（例如【4】）中常见到关于 Bell 不等式的一类不需要积分的推导。 这

类推导将电子纠缠对中的第一个粒子沿三个轴 X、Y 和 Z 测量 Ax、Ay 和 Az 的所有可能情

况分成八类： 

 

  Ax Ay Az Bx By Bz 出现概率  

第一类 +  +  +  -  -  -     N1  

第二类 +  +  -  -  -  +     N2  

第三类  +  -  +  -  +  -     N3  

第四类 +  -  -  -  +  +     N4  

第五类 -  +  +  +  -  -     N5  

第六类 -  +  -  +  -  +     N6 

第七类 -  -  +  +  +  -     N7 

第八类 -  -  -  +  +  +     N8  

 

其中 Bx、By 和 Bz 的符号根据第二个粒子自旋方向与第一个相反的要求自动生成。 

 

这类推导不仅假设每类对应一个隐参数集合的子集，同时假设 

 

N1＋N2＋…＋N8＝1                                              （12） 

 

这实际上蕴含着所分的八类是互不相容事件，即各自对应的隐参数子集互不相交。 这也意

味着对同一个参数λ 的所有纠缠对， 如果有一对的 Ax 是 +1， 则其它对的 Ax 也必须是 +1，

不能出现 -1。显然，这样的纠缠对不可能是量子力学中的单态（11），只能是两个直积态

（10）中的一个。 

 

    总之，几种 Bell（CHSH）不等式的推导都需要假设“纠缠对”是直积态，不是量子力

学的叠加态。 

 

作者将在文《Bell 不等式（II）》中更深入地讨论相关问题。 
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