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引 言

• 《数学物理方程》

• 偏微分方程理论：

是数学领域偏微分方程

方向的最基本的入门课程。

主要研究具有实际背景

的偏微分方程或偏微分方程组。是数学的

基础学科之一。



• 偏微分方程涉及十分广泛：

• 近年来的热门课题：

• 从事偏微分方程理论及其应用研究的人数众多：

如物理、化学、生

物、经济等自然科学、社会科学和工程技术领

域，还与其它许多数学分支有紧密的联系；

将偏微分方程应用于计算

机图像处理及金融领域；

据说占所有从事数学及其应用研究的人数的一

半以上。



一、本学期要学的主要内容

1、建立偏微分方程（PDE）

应用数学理论、方法及有关技巧，研究一些具有典型意义

的物理现象，导出相应的数学模型──偏微分方程。

2、偏微分方程（PDE）理论初步

①、一些基本的方法和技巧：包括特征线法、分离变量

法、Green函数法、Fourier变换法、能量不等式、极值

原理以及基本解、广义函数等等。

②、讨论三类典型二阶方程定解问题的解的存在性、唯一

性和稳定性：包括波动方程、热传导方程和位势方程。

③、二阶线性偏微分方程分类



二、《数学物理方程》课程的特点：

1、数学理论、解题方法与物理实际有机结合。

可以学到：如何根据物理现象建立偏微分方程模型及寻找求解

方法，并用偏微分方程有关理论来解释物理现象。

2、需要综合应用多门数学学科知识

可以巩固、复习有关数学学科知识，提高综合运用这些知识的

能力。如《数学分析》、《常微分方程》、《线性代数》等。

3、解题过程较繁、计算量较大

可以培养耐心、细致的计算能力，这也是数学专业学生必备的

能力，是数学专业的基本功。



三、《数学物理方程》学习难点

1、涉及较多的物理知识；

2、大量应用多元微积分 、含参变量积分以

及Fourier级数等有关的知识、技巧；

3、综合应用多门已学课程；

4、计算量较大。



关于教材

• 《数学物理方程讲义》；

• 前苏州大学校长姜礼尚等编；

• 曾获国家教委优秀教材奖；

• 第一版是姜礼尚先生在北大时与陈亚淅、刘西垣

合编；

• 第二版是姜礼尚先生在苏大时改编；前苏大易法

槐教授也加入了编者的行列；

• 第三版是姜礼尚先生在同济大学改编,即将出版。



• 姜礼尚先生被骋为苏州大学数学科学

学院应用数学研究所所长。

• 欢迎考研的同学们报考应用数学偏微

分方程方向的研究生！！！



参考书

• 《数学物理方程》，复旦大学数学系主编

• 《数学物理方法》，Courant 和 Hilbert 编

（经典但较老）

• 《Partial Differential Equation》，Fritz 

John编 （经典教材）



一些基本概念

• PDE（偏微分方程 Partial Differential Equation）：

含有多元未知函数的偏导数的方程；

• ODE（常微分方程 Ordanary Differential Equation)；

• PDE的阶：方程中出现的未知函数最高阶偏导数的阶；

• 线性PDE：方程中的任一项或者与未知函数无关，或者

是已知函数与未知函数或其某一偏导数的乘积。

• 非线性PDE：不是线性的PDE统称为非线性PDE。

• 本课程主要讨论三类二阶线性PDE。



例

是二阶线性PDE。

是一阶非线性PDE。
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第一章 方程的导出和定解条件

一、本章内容：

1.根据典型的问题导出数学物理方程──偏微分

方程。

2.介绍变分原理。

3.介绍偏微分方程基本概念。

二、采用方法

1.用Newton定律、守恒律及其它实验定律方法导

出偏微分方程及定解条件。

2.用变分原理推导Euler方程及定解问题。



§1.守恒律

一、方程推导

1．问题提法

一长为 的柔软、均匀的细弦，拉紧后让它离
开平衡位置，在垂直于弦线的外力的作用下，
作微小的横振动，求在不同时刻弦线的形状。
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§1.1 动量守恒与弦振动方程



2．数学提法

         
  

x
u

以弦平衡位置所在直线为 轴，弦运动平面内，过弦的一

端作垂直于弦平衡位置的直线为 轴，建立直角坐标系。

问题的数学提法：
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3．分析、假设

①．波动原因：

对小段弦而言，弦受外力、张力共同作用引起位移、加

速度变化，当把小段弦视作质点时，这小段弦服从Newton
第二定律：F＝ma（外力的合力＝质量＊加速度）。

②．术语及假设：

柔软──

均匀──

细弦──

外力──

微小的振动 ─

拉紧——弦的张力随时间的变化可忽略不计。

kg/mρ弦的线密度为常数，可设为 。

抗拉伸，不抗弯曲，从而拉力与弦线相切。

想的曲线。

，弦可视为理远小于弦的直径与长度之比远 1

0 0 0 ( / ) 0 0f N m f f>线密度可设为 ；方向： 向上， ＜ 向下。
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x
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bα

4.受力分析及各物理量计算公式

①．受力分析：

如图：小段弦受外力、张力共同作用
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②．各量计算公式：

垂直方向合力大小（方向向上）：

其中 iu=(0,1)为指向u轴正向的单位向量，△s为弧长。

水平方向合力大小：

小段弦质量：

小段弦加速度：
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③．各量近似、简化：

根据微小振动条件

因此由数学分析的近似关系：

由横向的平衡条件得：

( , ) 1u x t
x

∂
< <

∂

( )21 .
b

x
a

s u dx b aΔ = + ≈ −∫

cos cosa a b bα α=T T

( , )sin tan , cos 1,b b b
x b

u x t
x

α α α
=

∂
≈ = ≈

∂
－

( , )sin tan ,a a
x a

u x t
x

α α
=

∂
≈ =

∂

0.a b T⇒ ≈ ≡T T

2cos 1 sin 1,a aα α− ≈＝



5．方程导出

由Newton第二定律及前面的计算公式、近似公式可得：

于是得：
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 ρ两边同除以 ，　就得出弦振动方程：
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注意：由前面的推导，边界张力的垂直分量为：
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总结： 弦振动方程：

f 是外力的线密度，

是弦的线密度，ρ

ρ 和 0T 是正数，

0 0f > 外力方向向上， 0 0f < 外力方向向下。
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二、定解条件
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①．已知初始位移：

1．初始条件：

②．已知初始速度：

①．第一类边界条件：（已知边界位移）

2．边界条件：
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②．第二类边界条件：（已知边界张力垂直分量）
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③．第三类边界条件：（边界有弹性支撑情形）
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三、定解问题提法（PDE术语）：

1、定解条件（从方程中确定解的条件）：

初始条件、边界条件的统称。

注意：定解条件是不能随意施加的！

2、定解问题：

方程＋定解条件。

3、弦振动方程的定解问题：

也称为弦振动方程的混合问题。

弦振动方程＋两个初始条件＋边界条件之一



弦振动方程的第一边值(Dirchlet)问题：
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弦振动方程的第二边值(Neumann)问题：
2 2

2
2 2 ( , ), 0 , 0,u ua f x t x l t

t x
∂ ∂

− = < < >
∂ ∂

( ,0) ( ), 0 ,
( ,0) ( ), 0 ,t

u x x x l
u x x x l

ϕ
ψ

= ≤ ≤
= ≤ ≤

1

2

(0, ) ( ), 0,

( , ) ( ), 0.

u t g t t
x

u l t g t t
x

∂
− = ≥

∂
∂

= ≥
∂



弦振动方程的第三边值问题：
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4、Cauchy问题（或初值问题）：

对于弦线中某一段，如果在所考虑的时间内，弦端点的影响

可以忽略不计时，可以认为弦长为无穷，这时问题化为：
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五、附注

1、弦振动方程具有典型性，许多有关振动问题同样可以用

此方程来刻画。由于振动的一个共同特征是产生波的传

播，因此，此方程也称为一维波动方程。

2、弦振动方程的混合问题的边界条件也可以是三类边界条

件中的不同两种。

3、高维波动方程与一维波动方程类似：

通常我们称该方程称为波动方程。
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波动方程的第一边值(Dirchlet)问题：
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波动方程的混合问题：
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波动方程的第二边值(Neumann)问题：
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波动方程的第三边值问题：
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波动方程的初值问题(Cauchy问题)：

4、平衡状态问题

当物体在外力作用下处于平衡状态时，物体的位
移不再随时间变化，此时，位移满足：

该方程称为Poisson方程。
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注：均匀弹性杆的微小纵振动

——均匀细杆在外力作用下沿杆长方向作微小振动

 ( , )  
 

x u x t x
t

    设杆长方向为 轴， 为 处的截面在

时刻 沿杆长方向的位移，如下图

 x （不振动时）
a b

T ESε振动中弦上点的张力大小由胡克定理确定： ＝

S E

  u
x

ε ∂
∂

其中， －截面积、 －弹性系数（杨氏模量）、

＝ －杆在该点的相对伸长量。

a b

( , )u a t ( , )u b t  tx （振动时刻 ）

向右，u>0
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再由 第二定律，可推得 满足

　　　　   

 [ ( , ), ( , )] a u a t b u b t+ +因此，区间　 　两端所受的张力为：
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其中， ，

为杆的密度， 为外力线密度。



本节练习：

• Page 28,  1
• Page 29,  2



§1.2 能量守恒与热传导方程

一、 问题：

在三维空间中，考虑一均匀、各向同性的物体，假定它

内部有热源，并且与周围介质有热交换，研究物体内部温

度的分布和变化。

二、问题的数学提法及假设：

建立直角坐标系，设物体所处区域为空间区域
3 ,Ω ⊂ R

物体在 时刻，对应于 点的温度为

求

t Ω∈),,( zyx ( , , , )u x y z t
( , , , ).u x y z t
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均匀──物体的密度为常数 。单位， 3/ mkgρ

各向同性──物体的比热为常数 ./, kgkJc ⋅单位

内部有热源──假设物体的热源强度为

表示在单位时间，单位质量的物体所产生的热量。

,/),,,,(00 skgJtzyxff ⋅= 单位

基本假设：

引入物理量：

热流密度：

──表示在单位时间，流经与 垂直的单位面积的热量

为 ，方向同热流方向一致。

2( , , , ), / ,x y z t J m s= ⋅q q 单位

q
q



三、方程推导
1.热传导过程分析：

物体的温度分布和变化的原因是物体内各部分温度不同，引

起热量的传递，此传递过程遵循能量守恒定律。

2.能量守恒定律：

物体内部热量的增量，等于通过物体的边界流入的热量与物

体内部热源产生的热量总和。

热 量

1tt =−热 量

2t t= = 通过物体边界流入
热量 1 2t t t≤ ≤ + 热源生成的热量

1 2t t t≤ ≤



3.各量计算：

我们考虑 中的任一小块物体 ，其边界为 ，在任一小段时间

内，各量计算公式。

D D∂
1 2[ , ]t t

Ω

①热量计算：
比热为常数 质量为 温度为 的物体的热量计算公式,c ,m Q cmT=T

②热源产生热量计算：
由热源强度定义，质量为 的物体在 时间内放出热量为m 0 2 1( )f m t t−1 2[ , ]t t

2

1

0 ( , , , )
t

t D

Q f x y z t dv dtρ
⎡ ⎤

= ⎢ ⎥
⎣ ⎦
∫ ∫∫∫对于一般情形有：

( , , , )
D

Q cu x y z t dvρ= ∫∫∫对于非常值温度在 时刻有：t



cos( , )dS n q

③流经 边界 的热量计算：D∂D

dS

qn
α

小块曲面与 垂直的实际有效面积为q
由热流密度定义，在 时间内，通过 流入 所指一侧的热量为：ntΔ dS

cos( , )Q dS t= ⋅ ⋅Δn q q
将小块曲面及小段时间进行叠加

可得：在 时间内，通过

流出 的热量为
1 2[ , ]t t D∂

D
2

1

2

1

cos( , )

,

t

t D

t

t D

Q dS dt

dS dt

∂

∂

⎛ ⎞
= ⋅⎜ ⎟

⎝ ⎠

⎛ ⎞
= ⋅⎜ ⎟

⎝ ⎠

∫ ∫∫

∫ ∫∫

n q q

n q

如图，对于小块曲面 在小段时间 内，假设热流密度及曲面单位法

向分别为 及 ，二向量的夹角为 。q n
tΔdS
α



4.建立方程

( , , , ),k u x y z t= − ∇q

对小块物体 在小段时间 内利用热平衡方程可得：D 1 2[ , ]t t

2

1

0 ( , , , ) ,
t

t D

f x y z t dv dtρ
⎡ ⎤

+ ⎢ ⎥
⎣ ⎦
∫ ∫∫∫

2 1( , , , ) ( , , , )
D D

cu x y z t dv cu x y z t dvρ ρ−∫∫∫ ∫∫∫
2

1

t

t D

dS dt
∂

⎛ ⎞
= − ⋅⎜ ⎟

⎝ ⎠
∫ ∫∫n q

利用Fourier定律：在一定条件下，热流向量与温度梯度成正比，

而方向相反，即：

这里 为导热系数，－表示热流方向是从温度高处向温度低处流。k
因此

( , , , ) .u x y z tk ∂⋅ = −
∂

n q
n



于是得到：

2

1

0 ( , , , ) ,
t

t D

f x y z t dv dtρ
⎡ ⎤

+ ⎢ ⎥
⎣ ⎦
∫ ∫∫∫

2 1( ( , , , ) ( , , , ))
D

c u x y z t u x y z t dxdydzρ−∫∫∫
2

1

t

t D

uk dS dt
∂

⎛ ⎞∂
= ⎜ ⎟∂⎝ ⎠
∫ ∫∫ n

cos( , ) cos( , ) cos( , )
D D

u u u uk dS k dS
x y z∂ ∂

⎛ ⎞∂ ∂ ∂ ∂
= + +⎜ ⎟∂ ∂ ∂ ∂⎝ ⎠

∫∫ ∫∫ n i n j n k
n

当 有关于 连续二阶导数时，利用Gauss公式：u , ,

可以得到：

x y z

( ) ,
D

k u dxdydz= ∇⋅ ∇∫∫∫



2 1( ( , , , ) ( , , , ))
D

c u x y z t u x y z t dxdydzρ−∫∫∫
2

1

( )
t

t D

k u dxdydz dt
⎛ ⎞

= ∇ ⋅ ∇⎜ ⎟
⎝ ⎠
∫ ∫∫∫

2

1

0 ( , , , )
t

t D

f x y z t dxdydz dtρ
⎡ ⎤

+ ⎢ ⎥
⎣ ⎦
∫ ∫∫∫

进一步，当 有关于 有连续一阶导数时，可得：u t
[ ]2

1

( , , , )t

t D

c u x y z t
dxdydz dt

t
ρ⎛ ⎞∂

⎜ ⎟∂⎝ ⎠
∫ ∫∫∫

( )
2

1

0( ) ( , , , ) ,
t

t D

k u f x y z t dxdydz dtρ
⎛ ⎞

= ∇ ⋅ ∇ +⎜ ⎟
⎝ ⎠
∫ ∫∫∫

由 及 的任意性知：D 1 2,t t
[ ]

0

( , , , )
( ) ( , , , ) ,

c u x y z t
k u f x y z t

t
ρ

ρ
∂

= ∇ ⋅ ∇ +
∂



整理得：

0
1 ( , , , ),u k u f x y z t

t c cρ
∂

= Δ +
∂

令 ,2

ρc
ka = 0

1( , , , ) ( , , , ),f x y z t f x y z t
c

=

则方程可化为：

2 ( , , , ),u a u f x y z t
t

∂
− Δ =

∂
( , , ) , 0.x y z t∈Ω >

称此方程为 热传导方程。



总结： 热传导方程：

其中

k 热传导系数，

0f 是热源的强度，

是物体的密度，ρ

0 0f > 为放热热源， 0 0f < 为吸热热源。
{
热流向量为：

2 , , 0,u a u f x t
t

∂
− Δ = ∈Ω >

∂
　

,2

ρc
ka = 0

1 ,f f
c

=

c 是比热，

ρ 、 和 是正数，k c

,k u= − ∇q

u 为温度，

通过边界 ∂Ω 流出Ω的热量流密度为 ,uk u k ∂= − ∇ = −
∂

q n n
n

i i

这里 n 为 ∂Ω 上的单位外法向量。（单位时间，单位面积）。

∂Ω

n

Ω



四、定解条件

1.初始条件：

2.边界条件：

0
( , , ), ( , , ) ,

t
u x y z x y zϕ

=
= ∈Ω

a.第一类边界条件：已知边界温度分布

b.第二类边界条件：已知边界热流密度的法向分量

( , , , ) ( , , , ), ( , , ) , 0.u x y z t g x y z t x y z t∂
= ∈∂Ω ≥

∂n

( , , )

( , , , ), ( , , ) , 0.
x y z

u u g x y z t x y z tα
∈∂Ω

∂⎛ ⎞+ = ∈∂Ω ≥⎜ ⎟∂⎝ ⎠n

( , , )
( , , , ) ( , , , ), ( , , ) , 0.

x y z
u x y z t g x y z t x y z t

∈∂Ω
= ∈∂Ω ≥

b.第三类边界条件：已知边界有热交换



热交换定律：

设在 ∂Ω 处的外界的温度为 1,u

沿 ∂Ω 流出的热量为：

的温度为Ω ,u（如图所示）

,uk u k ∂= − ∇ = −
∂

q n n
n

i i

所以，
1( ),u uα= −q ni

其中比例系数 0,α > 称为热交换系数。

注意当 1u u> 时流出的热量为正。 于是，

1( )uk u uα∂
− = −

∂n
。

∂Ω

n

Ω

1u
u ∂Ω

Ω

q

,u

（在一定的条件下）在界面处沿法线方向的

热流量与界面处的温度差成正比：



热传导方程的第一边值(Dirchlet)问题：

( , , , ) ( , , , ), ( , , ) ,  0.u x y z t g x y z t x y z t= ∈∂Ω ≥

2 ( , , , ) ( , , , ), ( , , ) , 0,u a u x y z t f x y z t x y z t
t
∂

− Δ = ∈Ω >
∂

( , , ,0) ( , , ), ( , , ) ,u x y z x y z x y zϕ= ∈Ω

热传导方程的混合问题：



热传导方程的第二边值(Neumann)问题：

( , , , ) ( , , , ), ( , , ) , 0.u x y z t g x y z t x y z t
n

∂
= ∈∂Ω ≥

∂

2 ( , , , ) ( , , , ), ( , , ) , 0,u a u x y z t f x y z t x y z t
t
∂
− Δ = ∈Ω >

∂
( , , ,0) ( , , ), ( , , ) ,u x y z x y z x y zϕ= ∈Ω

的单位外法向。为这里 Ω∂n



热传导方程的第三边值问题：

( , , , ) ( , , , ), ( , , ) , 0.u u x y z t g x y z t x y z t
n

α∂⎛ ⎞+ = ∈∂Ω ≥⎜ ⎟∂⎝ ⎠

2 ( , , , ) ( , , , ), ( , , ) , 0,u a u x y z t f x y z t x y z t
t
∂

− Δ = ∈Ω >
∂

( , , ,0) ( , , ), ( , , ) ,u x y z x y z x y zϕ= ∈Ω

的单位外法向。为这里 Ω∂n



热传导方程的初值问题(Cauchy问题)：

平衡状态问题：

当物体热流处于平衡状态时，物体的温度不再随
时间变化，此时，温度满足：

{ 2 3( , , , ) ( , , , ), ( , , ) , 0,u a u x y z t f x y z t x y z t
t

∂
− Δ = ∈ >

∂
R

3( , , ,0) ( , , ), ( , , ) ,u x y z x y z x y zϕ= ∈R

2 ( , , ) ( , , ), ( , , ) .a u x y z f x y z x y z− Δ = ∈Ω

该方程称为Poisson方程



五、一维、二维热传导方程

如果物体可看成一根细杆，它的侧表面绝热，与周围介质的热交换只
在杆的两端进行；如果在任意一个与杆的轴线垂直的截面上，初始温
度和热源强度变化很小，那么我们可以近似地认为杆上的温度分布只
依赖于截面的位置，因此，如果杆的轴线为 轴，则方程可改写为：x

.0,0),,(2

2
2 ><<=
∂
∂

−
∂
∂ tlxtxf

x
ua

t
u

1.细杆的热传导问题：

2
2

2

2 ( , ), 0 , 0,u u ua f r t r R t
t r r r

⎛ ⎞∂ ∂ ∂
− + = < < >⎜ ⎟∂ ∂ ∂⎝ ⎠

| |r x

考虑一半径为 的球体，它通过表面与周围介质有热交换。如果在球

面上所有点所受周围介质的影响都相同，且球内任意一点的初始温度
和热源强度只依赖于它到球心的距离而与它的方位无关，则方程为：

2.中心对称球的热传导问题：

R

= 。



3.二维轴对称问题的热传导方程：

2 2
2

2 2

1 ( , , ), 0 , 0 , 0.u u u ua f r z t r R z H t
t r r r z

⎛ ⎞∂ ∂ ∂ ∂
− + + = < < < < >⎜ ⎟∂ ∂ ∂ ∂⎝ ⎠

考虑一高度为 ，半径为 的圆柱形物体。引入柱坐标系，取柱体的
轴线为 轴，下底落在 平面上，假设在柱体的侧表面和
上、下底上给出的边界条件只分别依赖于 和 (点到轴线的距
离)，且柱体初始温度和内部热源也只是 的函数，这样，在柱体
内温度 适合以下方程：

H R

r
z 0z =

z
,r z

( , , )u u r z t=

2 2 .r x y= +



本节练习

• Page 29：6，7，9。



§2 变分原理

一、 概念与记号：

[ , ]C a b

( )C∞

1.函数空间：

Ω

{ }( ) ( ) [ , ]f x f x a b= 在 上连续

[ , ]kC a b { }( ) ( ), '( ), , ( ) [ , ]kf x f x f x f x a b= " 在 上连续

0 ( )C∞ Ω

{ }( ) ( )f x f x= Ω在 上有任意阶连续偏导数

{ }( ) ( ), ( ) 0
( )

, ) 0

f x C A x f x
f x

A A

∞⎧ ⎫∈ Ω = ≠⎪ ⎪= ⎨ ⎬
Ω ∂Ω >⎪ ⎪⎩ ⎭

且集合 有

界， 到 边界的距离：dist(

1 2,( , , ) ,  n n
nx x x x= ∈Ω ⊂ ΩR R"其中， 为 中的开集。



函数实例：2
0 ( )C∞ R

2

( , ) 1.x y dxdyερ =∫∫
R

( ) 0f x ≠

( ) 0f x =

Ω
{ }0( ) ( ) ( )  ( ) 0   f x C C f x∞ ∞∈ Ω ⇔ Ω ≠ Ω且 是 中的有界闭集。

ε大 ε小

2
2 2 2

2 2 2

2 2 2

exp , ,
( , ) ( )

0, .

k x y
x y x y

x y

ε
ε

ε ε
ρ ε

ε

⎧ ⎛ ⎞
− + <⎪ ⎜ ⎟= − +⎨ ⎝ ⎠

⎪ + ≥⎩

其中 为常数，满足：kε



2.泛函：

函数集合到实数集的映射称为泛函。例如：

3.变分问题：

某一特定泛函在其定义域上的极值问题称为变分问题。

2 2 1( ) 1  ( )x yJ v v v dxdy v C
Ω

= + + ∈ Ω∫∫ ，

是定义在 上的泛函。

例如：

1( )C Ω

求 1( ),u C∈ Ω 使得

1 ( )
( ) min ( )

v C
J u J v

∈ Ω
={



下面考虑一个数学分析的基本问题：

( , ) ( , ) 0, ( , )f x y x y dxdy x y Xϕ ϕ
Ω

= ∀ ∈∫∫ 对 成立，

 ( )  f x XΩ设 是 上的连续函数，要找函数集合 ，满足：

1.    X 尽可能小；

2.   X 中函数的性质尽可能好，

使得，如果

         ( , ) 0 f x y ≡ Ω则， 于 。

0 ( )X C∞= Ω常用的一种选择是 。

0 ( )C∞ Ω因此， 也称为 试验函数空间。



二、 基本引理：

引理2.1 设 为 中有界区域， 在 上连续，如果

对于任意的 有：
Ω 2R ( , )f x y Ω

0( , ) ( )x y Cϕ ∞∈ Ω

( , ) ( , ) 0,f x y x y dxdyϕ
Ω

=∫∫
则 在 上恒为零。( , )f x y Ω

Ω

),( yxfu =证 图明 示：

0 0( , )x y

0fϕ >

0fϕ ≡

0 0( , ) ( , ).x y x x y yεϕ ρ= − −



{ }( , ), ( , )P Q dxdy P x y Q x y ds
x yΩ ∂Ω

⎛ ⎞∂ ∂
+ = ⋅⎜ ⎟∂ ∂⎝ ⎠

∫∫ ∫ n

Green公式：设 为 中有界区域， 分片光滑，如果

在 上有连续一阶导数，则有：
Ω 2R ∂Ω

( , ), ( , )P x y Q x y Ω

{ }1 2
1 2

1 2

, , ,m
m

m

uu u dx u u u dS
x x xΩ ∂Ω

⎛ ⎞∂∂ ∂
+ + + = ⋅⎜ ⎟∂ ∂ ∂⎝ ⎠

∫ ∫ n" "

一般地，有分部积分公式：

i
i i

u vvdx u dx uv dS
x xΩ Ω ∂Ω

∂ ∂
= − +

∂ ∂∫ ∫ ∫ n

1 2( , ,..., )   mn n n= ∂Ωn这里， 是 的单位外法向量。

对于高维情形， 中类似有：Rm



§2.1 极小曲面问题

一、问题：

二、问题的另一种提法：

考虑平面上有界区域 ，在边界 上给定一条空间曲线Ω ∂Ω l

0

( ),
: ( ), (0 ),

( ),

x x s
l y y s s s

u sϕ

=⎧
⎪ = ≤ ≤⎨
⎪ =⎩

2. 的表面积最小。S

求一张定义在 上的曲面 ，使得：Ω S
1. 以 为周界；lS

在所有定义在 上并以 为周界的曲面中，求一曲面 ，使

得它的表面积最小。

lΩ S

0

( ),
: ( ), (0 ),

0    ,

x x s
y y s s s
u

=⎧
⎪∂Ω = ≤ ≤⎨
⎪ =⎩



∂Ω
Ω

x

u

y

三、问题的变分提法：

它的表面积最小。

给定平面区域 及 上的空间曲线 ，lΩ ∂Ω

l

周界的曲面集合

在定义在 上且以 为Ω l

中求曲面 ，使得( , )u u x y=

Mϕ

( , )u u x y=



{ }1( ) ( , ) ( , ), ( , )M w C w x y x y x yϕ ϕ= ∈ Ω = ∈∂Ω

这里 是按以下方式定义：( , )x yϕ

给定 ( , )x y ∈∂Ω 由 参数方程确定参数 s∂Ω

得到 上的点 ( , , )x y ϕl

由于 有以下表示：Mϕ

定义在 上的曲面 面积计算公式为：Ω ( , )u u x y=

2 2( ) 1 x yJ w w w dxdy
Ω

= + +∫∫
因此，极小曲面问题转化为：

求 ，使得( , )u u x y Mϕ= ∈ ( ) min ( )
w M

J u J w
ϕ∈

=

( , )x yϕ( , , )x y ϕ



∂Ω
Ω

x

u

y

l

( , )u u x y=

( , )x y

( , , ( ))x y sϕ

0

( ),
: (0 ),

( ),
x x s

s s
y y s
=⎧

∂Ω ≤ ≤⎨ =⎩



四、变分问题的Euler方程（极值必要条件）：

Step1. 问题转化：

令 { }1
0 ( ) ( , ) 0, ( , )M v C v x y x y= ∈ Ω = ∈∂Ω

设 为问题之解u

则对于任意的 及任意的 有：0v M∈ ε ∈R
w u v Mϕε= + ∈

2 2( ) ( ) 1 ( ) ( )x x y yj J u v u v u v dxdyε ε ε ε
Ω

= + = + + + +∫∫
则函数 在 时取得最小，因此，当 时有：( )j ε 0ε = 0ε =

'(0) 0.j =

对于 作函数 ( ),j ε ε ∈R0v M∈



Step2. 计算、导出积分形式的必要条件：

由于：

2 2

( ) ( )
'( )

1 ( ) ( )
x x x y y y

x x y y

u v v u v v
j dxdy

u v u v

ε ε
ε

ε εΩ

+ + +
=

+ + + +
∫∫

于是：

2 2

0

( ) ( )
'(0)

1 ( ) ( )
x x x y y y

x x y y

u v v u v v
j dxdy

u v u v
ε

ε ε

ε εΩ =

+ + +
=

+ + + +
∫∫

2 2
0

1 ( ) ( )
x x y y

x y

u v u v
dxdy

u uΩ

+
= =

+ +
∫∫ ， 0v M∀ ∈



Step3. 导出Euler方程（即，必要条件）：

则由Green公式得：若 ，2( )u C∈ Ω

2 21 ( ) ( )
x x y y

x y

u v u v
dxdy

u uΩ

+

+ +
∫∫

(*)式对于任意的 成立。0v M∈

2 2 2 21 1

0,

yx

x y x y

uuv dxdy
x yu u u uΩ

⎡ ⎤⎛ ⎞ ⎛ ⎞∂ ∂⎢ ⎥⎜ ⎟ ⎜ ⎟= − +
⎢ ⎥⎜ ⎟ ⎜ ⎟∂ ∂+ + + +⎝ ⎠ ⎝ ⎠⎣ ⎦

=

∫∫ （*）

由于 ，因此，（*）对于 也成立，于是

得：
0 0 ( )M C∞⊃ Ω 0 ( )v C∞∈ Ω



0 ( ).v C∞∀ ∈ Ω

2 2 2 2
0,

1 1
yx

x y x y

uuv dxdy
x yu u u uΩ

⎡ ⎤⎛ ⎞ ⎛ ⎞∂ ∂⎢ ⎥⎜ ⎟ ⎜ ⎟+ =
⎢ ⎥⎜ ⎟ ⎜ ⎟∂ ∂+ + + +⎝ ⎠ ⎝ ⎠⎣ ⎦

∫∫

由引理引理2.1，从而得到必要条件（假设 ）：

2 2 2 2
0, ( , ) .

1 1
yx

x y x y

uu x y
x yu u u u

⎛ ⎞ ⎛ ⎞∂ ∂⎜ ⎟ ⎜ ⎟+ = ∈Ω
⎜ ⎟ ⎜ ⎟∂ ∂+ + + +⎝ ⎠ ⎝ ⎠

2( )u C∈ Ω

该方程称为极小曲面方程，是该变分问题的Euler方程。



总结（必要条件）

  u则，如果 　是变分问题

( ) min ( )
w M

J u J w
ϕ∈

=

2 ( )u C∈ Ω设 。

  u的解，那么 是极小曲面方程的下述定解问题的解：

2 2 2 2
0, ( , ) ,

1 1
yx

x y x y

uu x y
x yu u u u

⎛ ⎞ ⎛ ⎞∂ ∂⎜ ⎟ ⎜ ⎟+ = ∈Ω
⎜ ⎟ ⎜ ⎟∂ ∂+ + + +⎝ ⎠ ⎝ ⎠
( , ) ( , ), ( , ) ,u x y x y x yϕ= ∈∂Ω



Step4. 充分性：

22 2

3/ 22 2

( ) ( )
''( )

1 ( ) ( )
x y x x y y y x

x x y y

v v u v v u v v
j dxdy

u v u v

ε ε
ε

ε εΩ

⎡ ⎤+ + + − +⎣ ⎦=
⎡ ⎤+ + + +⎣ ⎦

∫∫

 ( ),
'(0) 0 

j
j

ε如在证明必要性一样定义 则由极小曲面方程可得

＝ 且

于是， 为变分问题之解。( , )u x y

1 2 ( ) ( )u C C∈ Ω Ω∩设 是上述定解问题的解，

( ) ( )J u v J u− ≥特别 。

0 ,  ,w M v u w v Mϕ∈ = − ∈对任意的 ，可取 　则

( ) ( ) ( )J w J u v J u= + ≥从而　 。

0≥

 ( ) ( )J u v J uε+ ≥即 ，( ) (0),  j jε ≥所以，



注：极小曲面问题为非线性问题，一般情况下其解不满足

唯一性。

示例：



变分问题求解步骤总结：

Step1.问题转化：

取集合 满足：0M设 为问题之解，u

对于任意的 及任意的 有：0v M∈ ε ∈R u v Mϕε+ ∈

对于 作函数 ( ) ( ), .j J u vε ε ε= + ∈R0v M∈

Step2.计算、导出积分形式的必要条件：

利用 在 时取得最小，求( )j ε 0ε = '( ),   '(0) 0.j jε =写出　

Step3.导出Euler方程：

将关于 的导数通过分部积分或Green公式转移到仅含有

的关系式上，再应用引理2.1导出方程。

uv

Step4.充分性：

再证明 ( ) 0j ε′′ ≥ 。

'(0) 0j = ，上面的方法是反推上去，得



作 业

• Page 31,  16  (1),
• Page 32,  17, 18.



§2.2 膜平衡问题

一、问题：

考虑一处于紧张状态的薄膜，它的部分边界固定在

一构架上，而另一部分边界上受到外力的作用；若

整个薄膜在垂直于平衡位置的外力的作用下处于平

衡状态，问膜的形状如何？

1.问题的物理提法：



a.作坐标系，设膜的水平投影为 面上的区域 ，Ωxoy

c.区域 的边界 ,γ∂Ω = Γ∪Ω

u 轴
垂直于 面并与 轴构成右手系。

2.问题的数学假设及提法：

xoy ,x y

b.膜对应于 点的位移设为 。( , )u x y( , )x y ∈Ω

上膜的边界受到外力的作用，外力的线密度为Γ ( , ).p x y
其中 上已知膜的位移为γ ( , ).x yϕ

d.膜对应于 点所受的外力面密度设为 。( , )x y ∈Ω ( , ).f x y

求处于平衡状态下的膜形状 ( , ).u u x y=



Ω

x

u

y

( , )u u x y=

∂ΩΓ
γ

( , )p x y
( , )f x y

( , )x yϕ

( , )x y

1.膜平衡条件──最小势能原理：

二、推导：

受外力作用的弹性体，在

满足已知边界位移约束的

一切可能位移中，以达到

平衡状态的位移使物体的

总势能达到最小。

总势能

＝弹性势能－外力作的功。



2.总势能表达式：

( , )
( , ) ( , ).

x y
w x y x y

γ
ϕ

∈
=

当膜的形状为 时，它所具有的总势能为：( , )u w x y=

2 2( ) ( )
2 x y
TJ w w w dxdy fwdxdy pwds

Ω Ω Γ

= + − −∫∫ ∫∫ ∫

求 ，使得：u Mϕ∈

3.已知边界位移约束的一切可能位移条件：

a.满足已知的位移约束，即：

b.总势能表达式有意义：

由上分析得：已知边界位移约束的一切可能位移为函数集：

4.问题的变分提法：

{ }1( ) ( , ) ( , ), ( , ) .M w C v x y x y x yϕ ϕ γ= ∈ Ω = ∈

  
( ) min ( ).

w M
J u J w

ϕ∈
=

1( ).w C∈ Ω



5.变分问题的Euler方程（必要条件）：

Step1.问题转化：

{ }1
0 ( ) ( , ) 0, ( , ) ,M v C v x y x y γ= ∈ Ω = ∈

则对于任意的 及任意的 有：0v M∈ ε ∈R ,w u v Mϕε= + ∈

( ) ( )j J u vε ε= +

则函数 在 时取得最小值，( )j ε 0ε = '(0) 0.j =

对于 作函数 ( ),j ε ε ∈R0v M∈

2 2[( ) ( ) ]
2

( ) ( ) ,

x x y y
T u v u v dxdy

u v fdxdy u v pds

ε ε

ε ε
Ω

Ω Γ

= + + +

− + − +

∫∫

∫∫ ∫

设 为问题之解，考虑 的任意两解之差所在的集合：u Mϕ



Step2. 计算、导出积分形式的必要条件：

由于： '( ) [( ) ( ) ]

( ) ( ) .

x x x y y yj T u v v u v v dxdy

u v fdxdy u v pds

ε ε ε

ε ε
Ω

Ω Γ

= + + +

− + − +

∫∫

∫∫ ∫

于是，由 '(0) 0,j =

( ) 0,x x y yT u v u v dxdy vfdxdy vpds
Ω Ω Γ

+ − − =∫∫ ∫∫ ∫

0v M

得：

∀ ∈ 。



Step3. 导出Euler方程

则由分部积分公式得：设 ，2 ( )u C∈ Ω

0 v M∀ ∈ 。

+

0,

xx yy
uT v u u dxdy T v ds

vfdxdy vpds
Ω Γ

Ω Γ

∂⎡ ⎤− +⎣ ⎦ ∂

− − =

∫∫ ∫

∫∫ ∫
n

（*）

( )x x y yT u v u v dxdy vfdxdy vpds
Ω Ω Γ

+ − −∫∫ ∫∫ ∫
( ) ( )xx yy x x y yT u v u v dxdy T v u n u n ds

Ω ∂Ω

= − + + +∫∫ ∫
vfdxdy vpds

Ω Γ

− −∫∫ ∫
( , )     x yn n= Ω ∂Ωn其中， 为 在 上的单位外法向量。 因此



由于 ， 因此，（*）对于 也成立。0 0 ( )M C∞⊃ Ω 0 ( )v C∞∈ Ω

0 ( ).v C∞∀ ∈ Ω=0xx yyT v u u dxdy vfdxdy
Ω Ω

⎡ ⎤− + −⎣ ⎦∫∫ ∫∫ ，

( ) 0,xx yyT u u f vdxdy
Ω

⎡ ⎤+ + =⎣ ⎦∫∫

所以

即

0 ( ).v C∞∀ ∈ Ω

从而由引理2.1，得到：

( ) ( , ), ( , ) ,xx yyT u u f x y x y− + = ∈Ω

或： ( , ), ( , ) .T u f x y x y− Δ = ∈Ω （**)



=0uT v ds T v udxdy vfdxdy vpds
Γ Ω Ω Γ

∂
− Δ − −

∂∫ ∫∫ ∫∫ ∫n
，

=0uT v ds vpds
Γ Γ

∂
−

∂∫ ∫n
，

( , ) 0,uv T p x y ds
Γ

∂⎛ ⎞− =⎜ ⎟∂⎝ ⎠∫ n

, ( , ) .uT p x y∂
= ∈Γ

∂n

将(**)式代入，得：
0 v M

注意，(*)式中的边界积分还没有起作用，返回到(*)式：

∀ ∈ 。

0 v M∀ ∈ 。

即
0 v M∀ ∈ 。

由于 中的函数在 上的值没有限制，得：0M Γ



( , )
( , ) ( , ),

x y
u x y x y

γ
ϕ

∈
=结合 的位移约束条件：u

( , ), ( , ) ,T u f x y x y− Δ = ∈Ω

( , )

( , ), ( , ) .
x y

uT p x y x y
∈Γ

∂
= ∈Γ

∂n

( , )
( , ) ( , ), ( , ) ,

x y
u x y x y x y

γ
ϕ γ

∈
= ∈

其中 为 的外法向。n ∂Ω

我们得：若 变分问题之解且 则：( , )u x y 2 ( ),u C∈ Ω

（＊）



Step4. 充分性：

2 2( )
2 x y
T w w dxdy fwdxdy pwds

Ω Ω Γ

= + − −∫∫ ∫∫ ∫( ) ( )J w J u−

2 2( )
2 x y
T u u dxdy fudxdy puds

Ω Ω Γ

⎡ ⎤
− + − −⎢ ⎥
⎣ ⎦
∫∫ ∫∫ ∫

2 2 2 2[( ) ( ) ] ( )
2 x x y y x y
T w u w u dxdy T u u dxdy

Ω Ω

= − + − − +∫∫ ∫∫

我们这里来直接证明 的解是变分问题的解。（＊

[( ) ( )] ( ) ( )x x y yT w u w u dxdy f w u dxdy p w u ds
Ω Ω Γ

+ + − − − −∫∫ ∫∫ ∫

）

当 满足 时，对任意的 有：
2 ( ),u M Cϕ∈ Ω∩ w Mϕ∈（＊）



2( ) [( ( ) ( )]
2

( ) ( ) ( )

xx yy
T w u dxdy T u w u u w u dxdy

uT w u ds f w u dxdy p w u ds

Ω Ω

∂Ω Ω Γ

= ∇ − − − + −

∂
+ − − − − −

∂

∫∫ ∫∫

∫ ∫∫ ∫n

2( ) 0.
2
T w u dxdy

Ω

= ∇ − ≥∫∫

2( ) [( ( ) ( )]
2

( ) ( )

x x x y y y
T w u dxdy T u w u u w u dxdy

f w u dxdy p w u ds
Ω Ω

Ω Γ

= ∇ − + − + −

− − − −

∫∫ ∫∫

∫∫ ∫

[ ]2( ) ( )
2

( ) ( )

T w u dxdy T u f w u dxdy

u uT p w u dxdy T w u ds
γ

Ω Ω

Γ

= ∇ − − Δ + −

∂ ∂⎡ ⎤+ − − + −⎢ ⎥∂ ∂⎣ ⎦

∫∫ ∫∫

∫∫ ∫n n

( ) ( )J w J u≥所以， 　 。



结 论
2 ( ,)u C∈ Ω设 　则

  
( ) min ( ).

w M
J u J w

ϕ∈
= ⇔

( , ), ( , ) ,T u f x y x y− Δ = ∈Ω

( , )

( , ), ( , ) .
x y

uT p x y x y
∈Γ

∂
= ∈Γ

∂n

( , )
( , ) ( , ), ( , ) ,

x y
u x y x y x y

γ
ϕ γ

∈
= ∈

其中 为 的外法向，n ∂Ω

（＊）

( )   J u Mϕ和 在本节定义。



,u fΔ =－

Poisson （或位势方  程 方程）：

0,  Laplace uΔ =特别　 　称为 方程。

 Laplace 方程 调的解称为 和函数。

(*)定解问题 是位势方程的一种混合边值问题。



   ,ttu u f u fΔ = ⇒ Δ =
波动停止

－ －

①，由波动方程：

位势方总结： 程的导出

②，由热平衡方程：

 ,tu u f u fΔ = ⇒ Δ =
温度达到平衡

－ －

③，膜平衡方程： ,u fΔ =－

还可通过简化极小曲面方程得出，等等。



位势方程的第一边值(Dirchlet)问题：

1( ) ( ), ( , , ) ,nu x f x x x xΔ = = ∈Ω"－

( ) ( ), .
x

u x g x x
∈∂Ω

= ∈∂Ω

位势方程边值问题：



1( ) ( ), ( , , ) ,nu x f x x x xΔ = = ∈Ω"－

位势方程的第二边值(Neumann)问题：

( ) ( ), .u x g x x
n

∂
= ∈∂Ω

∂

∂Ωn这里 为 的单位外法向。

位势方程边值问题：



1( ) ( ), ( , , ) ,nu x f x x x xΔ = = ∈Ω"－

位势方程的第三边值问题：

( ), .
x

u u g x x
n

α
∈∂Ω

∂⎛ ⎞+ = ∈∂Ω⎜ ⎟∂⎝ ⎠

∂Ωn这里 为 的单位外法向。

位势方程边值问题：



作 业
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• Page 30,  13,  14.



§3 定解问题的适定性

一、偏微分方程术语：

1.偏微分方程（PDE）：

2.偏微分方程的阶：

关于未知函数 的偏微分方程是指形如：1 2( , , ), 2mu u x x x m= ≥"

1 2 1 1 1 2
( , , , , , , , , , ) 0,

m m mx x x x x x x x xF x u u u u u u u =" " "

的方程，其中 ， 为 及 的有限个偏导数的

已知函数。

uF ,x u1 2( , , )mx x x x= "

(*)

偏微分方程(*)中含有的未知函数导数的最高阶数称为方程(*)的阶。



4.线性偏微分方程：

当 关于 及其偏导数为线性时，称方程(*)为线性偏微分方程。F u

例：

1( ) ( ), ( , , ) .nu x f x x x x−Δ = = ∈Ω"
2 ( , ) ( , ), , 0.tu a u x t f x t x t− Δ = ∈Ω >

2 ( , ) ( , ), , 0.ttu a u x t f x t x t− Δ = ∈Ω >

3.偏微分方程的解：

如果将定义在 上的函数 代入方程后，这个方程在 成
为恒等式，则称 为方程在 上的解 。Ω

( )u u x=Ω Ω
u



6.偏微分方程定解问题：

偏微分方程连同它对应的定解条件构成偏微分方程的定解问题。

5.非线性偏微分方程：

例：极小曲面方程

不是线性的偏微分方程称为非线性偏微分方程。

2 2 2 2
0,

1 1
yx

x y x y

uu
x yu u u u

⎛ ⎞ ⎛ ⎞∂ ∂⎜ ⎟ ⎜ ⎟+ =
⎜ ⎟ ⎜ ⎟∂ ∂+ + + +⎝ ⎠ ⎝ ⎠



二、定解问题的适定性：

1，解的存在性；

——— 偏微分方程的最基本问题

2，解的唯一性；

3，解的稳定性。

如果一个定解问题的解是存在的、唯

一的和稳定的，则称该定解问题是适定

的，也即：在数学上就认为它的提法为正

确的。



( , ), ( , ) ,u f x y x y−Δ = ∈Ω

( , )

( , ), ( , ) .
x y

uT p x y x y
∈Γ

∂
= ∈Γ

∂n

( , )
( , ) ( , ), ( , ) ,

x y
u x y x y x y

γ
ϕ γ

∈
= ∈

例：对于定解问题：

其中 为 的外法向， 。n ∂Ω γ∂Ω = Γ∪

1.  偏微分方程解的存在性：

12 ( ) ( ( ))  Cu C CγΩ Ω∈ ΓΩ ∩∪∩ ∪若 ，且满足上面三个方程，

  u则称 是上述定解问题的解。

  1     u Ω： ，方程中出现的 及其偏导数要求在 中连续；注

2     
      

u Ω，边条件中出现的 及其偏导数要求从 中连续到

相应边界。



按上述要求定义的解称为古典解（Classical solution）。

2. 偏微分方程解的唯一性：

定解问题之解在考虑的函数类中是否只有一个。

因此，解的唯一性也依赖于所考虑的函数类。

降低要求还可以定义：弱解、强解、粘性解等等。

解的存在性依赖于解的定义！

如无特别声明，我们所讲的解都指古典解。



3. 偏微分方程解的稳定性：

①，直观提法：因为定解数据(如初值、边值及方程的

非齐次项等)一般都是通过测量得到，不可能绝对正

确，所以人们关心对于定解数据的微小差异，是否

会引起解的完全失真？此即稳定性问题。

②，严格的数学定义比较复杂：稳定性是一种连续性，

涉及到所考虑的函数空间。



1 2 1 2 ( );  f f f f+ ≤ + 三角不等式

线性空间 设 为一个函数集合，如果对于任意两个函数

必有 ，则称 为线性空间。1 2,

a. 范数概念：

f f G∈
G

1 2  ( ,  )a f b f G a b+ ∈ ∀ ∈R G

线性赋范空间：如果 是线性空间，且对于任意的 ，

都有一个非负的实数 与它对应，且适合：

G f G∈
f

( );  af a f= 正齐性

(1). 若 ，则1 2,f f G∈
(2). 若 ，则,f G a∈ ∈R

(3). 其中等号当且仅当 时成立。(正定性)0,f ≥ 0f =

则称 为线性赋范空间， 称为 的范数或模。G f f

b. 函数间距离：

对于函数集合，如果按照某种方式引入了范数，则对于任意

的 可用 的大小来表示它们的接近程度。1 2f f−1 2,f f



{ } { }1 1 1 2 2 2 1

2

, ,   G  , ,     

 

f p f p u U

u

ϕ ϕ即当 在 中趋向于 时， 在 中

趋向于

d. 稳定性定义：

例：

1 2 .
U

u u ε− <{ } { }1 1 1 2 2 2, , , ,
G

f p f pϕ ϕ δ− <当 时，有

将已知函数组 看作是某线性赋范空间 中的元

素，把对应的问题的解 看作是另一线性赋范空间 中的

元素，如果对于任意的 以及相应于它们

的解 ，有：

{ }, ,f pϕ
u

G
U

{ }, ,  ( 1, 2)i i if p iϕ =

( 1, 2)iu i =

( , ), ( , ) ,u f x y x y−Δ = ∈ Ω

( , )

( , ), ( , ) .
x y

u p x y x y
n ∈Γ

∂
= ∈ Γ

∂

( , )
( , ) ( , ), ( , ) ,

x y
u x y x y x y

γ
ϕ γ

∈
= ∈{ (*)

则称问题(*)对于边值及非齐次项是连续依赖的。

0, 0,ε δ∀ > ∃ >



作 业

• Page 30,  15  (1)  b),  (2),  (3).

• 注:
1，齐次边界条件：……；

2，边界条件齐次化：……；

3，齐次方程：……；

4，方程齐次化：……。



第二章 波动方程

§1.一阶线性方程的特征线解法

本节讨论一类最简单的偏微分方程求解法。

一、问题

⎪⎩

⎪
⎨
⎧

∈=

>∈=+
∂
∂

+
∂
∂

.),()0,(

,0,),,(),(),(

R

R

xxxu

txtxfutxb
x
utxa

t
u

ϕ
(1)

求解一阶线性方程Cauchy问题：

注意：这里 tu 的系数为1。



二、解法 （特征线性）

1. 思路（化为常微分方程）：

对于函数 ),,( txuu = 当取 ( )x s t= 时，有 ( ( ), ),u u s t t=
关于 求导得：t

( ( ), ) '( )du s t t u u s t
dt t x

∂ ∂
= +
∂ ∂

若取 '( ) ( ( ), ),s t a s t t=( )s t 满足： 则方程化为：

( ( ), ) ( ( ), ) ( ( ), ) ( ( ), ), 0.du s t t b s t t u s t t f s t t t
dt

+ = >

记 ( ) ( ( ), ),U t u s t t= 则方程进一步化为：

此为一阶线性常微分方程，于是将问题转化为求解一阶常微分方程问题。

( ) ( ( ), ) ( ) ( ( ), ), 0.dU t b s t t U t f s t t t
dt

+ = >



图示：

x

t ( )x s t=

( , ) ( , ) ( , )u ua x t b x t u f x t
t x

∂ ∂
+ + =

∂ ∂

'( ) ( ( ), )s t a s t t=

( ),  x s t=则沿曲线 方程化为：常微分方程

( ( ), ) ( ( ), ) ( ( ), ) ( ( ), )du s t t b s t t u s t t f s t t
dt

+ =

( ) ( ( ), ),  U t u s t t=令 '( ) ( ( ), ) ( ) ( ( ), ) U t b s t t U t f s t t+ =则 。

0 0( , )x t

0 0( )  s t x=且 。

0 0 ( , )  ( ) x t s t对任意一点 ，取 满足：



2. 特征线

由以上讨论可知，求解问题(1)的关键在于寻找曲线

( )x s t= ，满足：

'( ) ( ( ), ) ( , ).dx s t a s t t a x t
dt

= = =

这一曲线称为方程(1)的特征线，更精确地有以下定义：

定义：对于方程(1)，常微分方程初值问题：

( , ), 0,    

  (0) ,

dx a x t t
dt

x c

⎧ = >⎪
⎨
⎪ =⎩

　
(2)

之解称为(1)的特征线，(2)的第一个方程称为特征方程，

其中c为任意常数。



沿特征线简化方程：

记特征线方程(2)所得的特征线为 ( , ),x x t c= 又记

( , ) ( ( , ), ),U t c u x t c t=

则(1)化为：

( , ) ( ( , ), ) ( , ) ( ( , ), ), 0,dU t c b x t c t U t c f x t c t t
dt

+ = >

(0, ) ( (0, ),0) ( (0, )) ( ).U c u x c x c cϕ ϕ= = =
{ (3)

求解(3)得函数 ( , ),U t c 即 ( ( , ), ) ( , ),u x t c t U t c= 为求 ( , ),u x t

只要令 ( , ) ,x t c x= ( , ),c c x t=并从此式中解得 将其代入即得。



三、求解步骤

Step1.  作特征方程并求特征线

由方程(1)形式，可得方程的特征方程的初值问题为：

( , ), 0,

(0) .

dx a x t t
dt

x c

⎧ = >⎪
⎨
⎪ =⎩　

求解得特征线 ( , ).x x t c=
Step2.  沿特征线简化方程并求解

( , ) ( ( , ), ) ( , ) ( ( , ), ), 0,dU t c b x t c t U t c f x t c t t
dt

+ = >

(0, ) ( ).U c cϕ={
在方程(1)中，令 得：( , ), ( , ) ( ( , ), )x x t c U t c u x t c t= =

解常微分方程得 ( , ).U t c



Step3.还原变换得解

令 ( , ) ,x t c x= ( , ),c c x t=从此式中解得 将其代入即得

四、例

求解下列Cauchy问题：

( ) , , 0,

( ,0) , .

u ux t u x x t
t x
u x x x

∂ ∂⎧ + + + = ∈ >⎪
∂ ∂⎨

⎪ = ∈⎩

R

R

( , ) ( , ( , ))u x t U t c t x= 。



解： 1，求特征线

, 0 ,       

 (0 ) .

dx x t t
d t

x c

⎧ = + >⎪
⎨
⎪ =⎩

( ) (1 ) ( 1)tx t c te= + − + 。解得 x

t ( )x x t=

c

( ) ( ) (1 ) ( 1),  0,tdU t U t c t t
dt

e+ = + − + >

(0) ( (0),0) ( ,0) .U u x u c c= = ={
2，令 ( ) ( ( ), )U t u x t t=



解得：
1 1( ) ( 1) ( 1) .
2 2

t tU t c c te e−= + − −+

3， 1 1( ( ), ) ( ) ( 1) ( 1)
2 2

t tu x t t U t c c te e−= = + − −+

由 ( ) (1 ) ( 1)tx t c te= + − + 。

得 [ ( ) 1] 1,tc x t t e−= + + − 所以，

21 1( ( ), ) [ ( ) 1] [ ( ) 1],
2 2

t tu x t t x t t x t te e− −= + + − − ++

即 21 1( , ) ( 1) ( 1)    
2 2

t tu x t x t x te e− −= + + − − ++ 。



注1：如果两条不同的特征线相交，则在交点处解的值不能确定。

x

t

1( , )x x t c=

如图所示：

1c 2c

2( , )x x t c=

0 0( , )x t两条特征线 1( , )x x t c= 与

2( , )x x t c= 在 0 0( , )x t 相交，

此时，在该点附近无法由

( , )x x t c=

解出唯一的

( , )c c t x=

代入解的表达式得出解在 0 0( , )x t 的值。

要特征线不相交，需要函数 ( , )a x t 满足适当的条件。



注2：特征线法同样可用来求解多维一阶线性PDE的初值问题：

1
( , ) ,     ,  0,

n
n

i
i i

u ua x t bu f x t
t x=

∂ ∂
+ ∑ + = ∈ >

∂ ∂
R

此时，特征线满足常微分方程组：

( , ),    1, 2, , .i
i

dx a x t i n
ds

= =

( ,0) ( ),     nu x x xϕ= ∈R 。
{

(0) nx = ∈C R 。
{

其解 ( , )x x t= C 就是一簇特征曲线，沿特征曲线问题化为：

( , ) ( ( , ), ) ( , ) ( ( , ), ),     0,U t b x t t U t f x t t t′ + = >C C C C
(0, ) ( )U ϕ=C C 。{

其中 ( , ) ( ( , ), ))U t u x t t=C C 。



作 业

• Page 108,  3. (2)、(4)。



2 2
2

2 2 ( , ), , 0,  u uu a f x t x t
t x

∂ ∂
= − = ∈ >
∂ ∂

R

( ,0) ( ), ,u x x xϕ= ∈R
( ,0) ( ), .tu x x xψ= ∈R

这是一个线性问题，为了简化求解过程，我们可以利

用线性问题叠加原理，将问题分解为三个问题，其中每个

问题均有二个齐次方程一个非齐次方程构成，这样问题化

为三个相对简单一点的波动方程的Cauchy问题。

(1)

2.1  问题的简化

§2 初值问题（一维情形）

一、问题

求解一维波动方程的Cauchy

简化问题思路：



1 2 3.u u u u= + +由线性问题叠加原理，显然有

2 2
21 1

1 2 2 0, , 0,u uu a x t
t x

∂ ∂
= − = ∈ >
∂ ∂

R

(2)
1( ,0) ( ), ,u x x xϕ= ∈R

1 ( ,0) 0, .tu x x= ∈R

(I)

2 2
22 2

2 2 2 0, , 0,u uu a x t
t x

∂ ∂
= − = ∈ >

∂ ∂
R

(3)
2 ( ,0) 0, ,u x x= ∈R

2 ( ,0) ( ), .tu x x xψ= ∈R

(II)

2 2
23 3

3 2 2 ( , ), , 0,u uu a f x t x t
t x

∂ ∂
= − = ∈ >
∂ ∂

R

(4)
3 ( ,0) 0, ,u x x= ∈R

3 ( ,0) 0, .tu x x= ∈R

(III)



3
0

( , ) ( , ) ,
t

fu x t M x t d
τ

τ τ= −∫ （齐次化原理）

定理2.1 设 是定解问题(3)的解，则定解问题

(2)(4)之解 可分别表为：

2 ( , )u M x tψ=

1 3,u u

1

( , )
( , ) ,

M x t
u x t

t
ϕ∂

=
∂

上对变量 和 充分光滑。

其中 ，并且假定 和 分别在

区域

( , )f f xτ τ=

,x t

( , )fM x t
τ

τ−( , )M x tϕ

{ }( , ) , 0x t x t∈ ≥R { }( , , ) , 0x t x tτ τ∈ ≤ ≤ < +∞R和

τ

上述三个问题的解之间又有关系：只要求出了

就可由 的表达式得到 和 的表达式。

2u
2u 1u 3u



定理2.1的证明：1.先证 满足(2).1 ( , )u M x t
t ϕ
∂

=
∂

由定义 满足：( , )M x tϕ

2 2
2

2 2 0, , 0,
M M

M a x t
t x

ϕ ϕ
ϕ

∂ ∂
= − = ∈ >

∂ ∂
R

( ,0) 0, ,M x xϕ = ∈R

( ) ( ,0) ( ), .
t

M x x xϕ ϕ= ∈R

因此

1u
2 2

2
2 2( , ) ( , )M x t a M x t

t t x tϕ ϕ
∂ ∂ ∂ ∂⎡ ⎤ ⎡ ⎤= −⎢ ⎥ ⎢ ⎥∂ ∂ ∂ ∂⎣ ⎦ ⎣ ⎦

2 2
2

2 2

( , ) ( , )M x t M x t
a

t t x
ϕ ϕ⎡ ⎤∂ ∂∂

= −⎢ ⎥
∂ ∂ ∂⎢ ⎥⎣ ⎦

0,=



1( ,0)u x

1

0t

u
t =

∂
∂

0

( , )
t

M x t
t ϕ

=

∂⎡ ⎤= ⎢ ⎥∂⎣ ⎦
( ),xϕ=

2

2
0

( , )

t

M x t
t
ϕ

=

∂
=

∂

2
2

2

( , 0)M x
a

x
ϕ∂

=
∂

2
2

2
0

( , )

t

M x t
a

x
ϕ

=

∂

∂
=

0.=

1 ( , )u M x t
t ϕ
∂

=
∂

因此 满足问题(2)。



2.证 满足(4).3
0

( , ) ( , )
t

fu x t M x t d
τ

τ τ= −∫
注意到 满足：( , )fM x t

τ

2 2
2

2 2( , ) 0, , 0,f f
f

M M
M x t a x t

t xτ

τ τ
∂ ∂

= − = ∈ >
∂ ∂

R

( ,0) 0, ,fM x x
τ

= ∈R

0
( , ) ( ) ( , ), .f t t

M x t f x f x x
τ τ τ

=
⎡ ⎤ = = ∈⎣ ⎦ R

3 0
( , )

t
u x t

=

于是有：

0 0

( , ) 0
t

f

t

M x t d
τ

τ τ
=

⎡ ⎤
= − =⎢ ⎥
⎣ ⎦
∫

3 0
( , )t t

u x t
= ( )

0 0

( , ) ( , )
t

f ft
t

M x t M x t d
tτ ττ

τ τ τ
=

=

⎡ ⎤∂
= − + −⎢ ⎥∂⎣ ⎦

∫

τ ≥（ 0 ）



0 0

( ,0) ( , )
t

t

f f

t

M x M x t d
t τ

τ τ
=

⎡ ⎤∂
= + −⎢ ⎥∂⎣ ⎦

∫ 0,=

2
3

2

( , )u x t
t

∂
∂ 0

( ,0) ( , )
t

t

f fM x M x t d
t t τ

τ τ
⎡ ⎤∂ ∂

= + −⎢ ⎥∂ ∂⎣ ⎦
∫

2

2
0

( , ) ( , )
t

f f
t

M x t M x t d
t tτ τ

τ

τ τ τ
=

∂ ∂⎛ ⎞= − + −⎜ ⎟∂ ∂⎝ ⎠ ∫
2

2
2

0

( , ) ( , )
t

f f
t

M x t a M x t d
t xτ τ

τ

τ τ τ
=

∂ ∂⎛ ⎞= − + −⎜ ⎟∂ ∂⎝ ⎠ ∫
2

2
2

0

( , ) ( , )
t

f f
t

M x t a M x t d
t xτ τ

τ

τ τ τ
=

∂ ∂⎛ ⎞= − + −⎜ ⎟∂ ∂⎝ ⎠ ∫
2

2 3
2

( , )( , ) ,f
t

u x tM x t a
t xτ

τ

τ
=

∂∂⎛ ⎞= − +⎜ ⎟∂ ∂⎝ ⎠



( , ) ( , , ) ( , , )f
t t

M x t x t x t
t t tτ

τ
τ τ τ τ

= −

∂ ∂ ∂
− = Φ − = Φ

∂ ∂ ∂

记： ( , , ) ( , ),fx t M x t
τ

τΦ =

则：

所以，

( , ) ( , , )f
t t t t

M x t x t
t tτ

τ τ τ

τ τ
= = − =

⎡ ⎤∂ ∂⎛ ⎞− = Φ⎜ ⎟ ⎢ ⎥∂ ∂⎝ ⎠ ⎣ ⎦

0

( , )f
t t

M x t
t τ

τ= =

⎧ ⎫∂⎪ ⎪⎡ ⎤= ⎨ ⎬⎢ ⎥∂⎣ ⎦⎪ ⎪⎩ ⎭

( , )f x t=

0
( , , )

t t

x t
t

τ

τ
= =

⎡ ⎤∂
= Φ⎢ ⎥∂⎣ ⎦

( ) tf xτ τ == ( , ) tf x ττ ==



于是，

2
3

2

( , )u x t
t

∂
∂

( , )f x t=

2
2 3

2

( , )u x ta
x

∂
−

∂

即，
2

3
2

( , )u x t
t

∂
∂

2
2 3

2

( , )u x ta
x

∂
−

∂

( , )f x t= 。

证毕。



定理2.1的进一步理解：

2 2
21 1

1 2 2 0, , 0,u uu a x t
t x

∂ ∂
= − = ∈ >
∂ ∂

R

1( ,0) ,) ,(u x xxϕ= ∈R

1 ( ,0) 0, .tu x x= ∈R

(I)

2 2
2

2 2 0, , 0,v vv a x t
t x
∂ ∂

= − = ∈ >
∂ ∂

R　

( ,0) 0, ,v x x= ∈R
( ,0) ( ), .tv xx xϕ= ∈R

①，

( , ),v M x tϕ=

1
vu
t
∂

=
∂ ⇑ ⇓ 10

t
v u dt= ∫



2 2
2

2 2 0, ,  0 v vv a x t
t x

τ∂ ∂
= − = ∈ >
∂

≥
∂

R　

( , ) 0, ,v x xτ = ∈R
( , ) ( ) ( ), .,tv x xfx xfττ τ== ∈R

②，

( , ),fM x t
τ

τ= −

3 0
( , , )

t
u v x t dτ τ= ∫⇑

2 2
23 3

3 2 2 , , 0( , ) ,u uu a x t
t x

f x t∂ ∂
= − = ∈ >
∂ ∂

R　

3 ( ,0) 0, ,u x x= ∈R

3 ( ,0) 0, .tu x x= ∈R

(III)

( , , )v v x t τ≡



2 2
2

2 2 0, ,   , i i
i i

v vv a x t
t x

τ∂ ∂
= − = ∈ >
∂ ∂

R　

( , ) 0, ,i iv x xτ = ∈R

( , ( , )) ( ) , .
iit i ii ifv x x xxfτ ττ τ τ= Δ = Δ ∈R

物理意义：

3 0
( , , )

t
u v x t dτ τ= ∫ 0 1

lim ( , , )
m

i i
i

v x t
λ

τ τ
→ =

= Δ∑
其中，

0 1 2 10 ,mm tτ τ τ τ τ−= < < < < < =

1,i i iτ τ τ −Δ = −
1,2, ,
max .ii m

λ τ
=

= Δ
{
( , , )i i iv v x t τ τ≡ Δ而 是下述问题的解：



3 0 1
lim  

m

i
i

u v
λ→ =

= ∑ 。
因此，

不妨设弦的线密度为1，则 0
0

ff fρ= = 是外力的线密度，当 iτΔ

很小时， ( , )i if x τ τΔ 近似于外力 f 在时间段 1[ , ]iiτ τ− 对弦线产生的冲量。

( , ) ,i if x τ τΔ

的速度，

也即，外力在时间段 对弦线的作用近似于在时刻 iτ 给弦线一个冲量1[ , ]iiτ τ−

由动量守恒定律，这一冲量使弦线在时刻 获得一个大小为iτ

的动量，( , )i if x τ τΔ 也即弦线在时刻 iτ 获得一个大小为 ( , )i if x τ τΔ

iv由这个速度引起的弦的位移即是 ：

2 0, ,   , i itt i xx iv v a v x t τ= − = ∈ >R　

( , ) 0, ,i iv x xτ = ∈R
( , ( , )) ( ) , .

iit i ii ifv x x xxfτ ττ τ τ= Δ = Δ ∈R



所以，Cauchy问题
2 2

23 3
3 2 2 , , 0( , ) ,u uu a x t

t x
f x t∂ ∂

= − = ∈ >
∂ ∂

R　

3 ( ,0) 0, ,u x x= ∈R

3 ( ,0) 0, .tu x x= ∈R

的解可以按下述方法得到：

在每个小时段将区间 1[ , ]iiτ τ−[0, ]t 分为若干个小区间 ( 1,2, , ),i m=

1[ , ]iiτ τ− 上， 外力 f 对弦线的作用近似于在时刻 iτ 给弦线一个大小为

( , )i if x τ τΔ 的速度，由这个速度引起的弦线的位移为 ,iv 因此外力 f

在 [0, ]t 时段上引起的总位移为 3 1 2 ,mu v v v≈ + + + 令各小时段的

3 0 1
lim ,

m

i
i

u v
λ→

=

=
长度趋于零，我们就得出： ∑
这就是我们前面的公式。



附注1、在定理证明过程中，我们没考虑其中各种运算

合法性。因此，这一公式只是一种形式上的公式。

偏微分方程的求解过程往往采用这样的步骤：

先求形式解，即在求解过程中，不妨先假定所有的

运算都是合法的，然后再讨论对定解资料要加些什

么条件才能保证所得的形式解确实是真正的解，即

具有所需要的连续可微性，并适合方程和定解条

件。



附注2：本定理的结论也适用于高维的波动方程

Cauchy问题。

附注3：对于热传导方程的Cauchy问题也有类似于本

定理的结论。

附注4：对于带有齐次边界条件的热传导方程和波动

方程的定解问题，也有类似于本定理的结论。

附注5：对于常微分方程的初值问题情形，也有类似

于本定理的结论。

（参见 Page 108，1、2）
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解释：……



一、问题

求解一维波动方程的Cauchy问题：

2.2 解的表达式

2 2
2

2 2 ( , ), , 0, u uu a f x t x t
t x

∂ ∂
= − = ∈ >
∂ ∂

R　
(1)( ,0) ( ), ,u x x xϕ= ∈R

( ,0) ( ), .tu x x xψ= ∈R
二、求形式解

由上节讨论，我们只须求解以下问题：
2 2

2
2 2 0, , 0,u uu a x t

t x
∂ ∂

= − = ∈ >
∂ ∂

R
(3)( ,0) 0, ,u x x= ∈R

( ,0) ( ), .tu x x xψ= ∈R

(2)

(4)



我们这里介绍两种解法：

解法1：特征线法（这是教材上的解法。）

第一步：将算子 分解。

2 2
2

2 2 , a a a
t x t x t x
∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂⎛ ⎞⎛ ⎞− = + −⎜ ⎟⎜ ⎟∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂⎝ ⎠⎝ ⎠

≡　
即，

2 2
2

2 2 u uu a
t x

∂ ∂
−

∂ ∂
≡　  u u u ua a a

t t x x t x
∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂⎛ ⎞ ⎛ ⎞= − + −⎜ ⎟ ⎜ ⎟∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂⎝ ⎠ ⎝ ⎠

 u ua a
t x t x
∂ ∂ ∂ ∂⎛ ⎞⎛ ⎞= + −⎜ ⎟⎜ ⎟∂ ∂ ∂ ∂⎝ ⎠⎝ ⎠

 a a u
t x t x
∂ ∂ ∂ ∂⎛ ⎞⎛ ⎞= + −⎜ ⎟⎜ ⎟∂ ∂ ∂ ∂⎝ ⎠⎝ ⎠

注意，这里 a 是常数。



令

则由方程 0 u a a u
t x t x
∂ ∂ ∂ ∂⎛ ⎞⎛ ⎞+ − =⎜ ⎟⎜ ⎟∂ ∂ ∂ ∂⎝ ⎠⎝ ⎠

≡　

得， , u ua v
t x

∂ ∂
− =

∂ ∂
　

 u uv a
t x

∂ ∂
= −
∂ ∂

这就将一个二阶方程化为两个一阶方程。

0. v va
t x
∂ ∂

+ =
∂ ∂
　　

再由初始条件得：

( ,0) 0,u x =

0

( ,0) 
t

u uv x a
t x =

∂ ∂⎡ ⎤= −⎢ ⎥∂ ∂⎣ ⎦
( ),xψ=

x

t

0u =

0u =
tu ψ=



因此，问题化为求解两个一阶线性方程的Cauchy问题：

,     ,   0; u ua v x t
t x

∂ ∂
− = −∞ < < +∞ >

∂ ∂
　{

0,    ,   0; v va x t
t x
∂ ∂

+ = −∞ < < +∞ >
∂ ∂
　{

( ,0) 0,        . u x x= −∞ < < +∞

( ,0) ( ),    . v x x xψ= −∞ < < +∞

因此，可用特征线法先求出 ,v 再求出 ,u
就得到所求解的表达式。



解法2：①，先求方程 0u = 的通解。

由课本第31页练习16的结论，方程 2= 0tt xxu u a u− =

在变换
,x atξ = −
;x atη = +{ 　 或

,
2

x ξ η+
=

;
2

t
a

η ξ−
={　

下化为 0,uξη = 积分两次得：

( ) ( ),u F Gξ η= +

其中 F 和 G 为
2 ( )C R 上的任意函数。 于是，

( ) ( ),u F x at G x at= − + +



总 结

其中 F和 G为
2 ( )C R 上的任意函数。

( ) ( ),u F x at G x at= − + +

2= 0tt xxu u a u− =方程 的通解为：



( , ) ( ) ( ),u x t F x at G x at= − + +

我们只要利用初始条件来确定这两个函数，即可得出问题

(2)(3)(4)之解。

[ ]0 0
( , ) ( ) ( )

t t
u x t F x at G x at

= =
= − + +

[ ]0 0
( , ) ( ) ( )t t t

u x t aF x at aG x at
= =

′ ′= − − + +

( ) ( ) 0,F x G x= + = (5)

'( ) '( ) ( ),aF x aG x xψ= − + = (6)

(6)对 在 积分得：x [0, ]x

0

( ) ( ) ( ) (0) (0),
x

aF x aG x s ds aF aGψ− + = − +∫ (7)

②，由通解求Cauchy问题的解。



由(5)(7)解得：

0

1 (0) (0)( ) ( ) ,
2 2

x F GF x s ds
a

ψ −
= − +∫

0

1 (0) (0)( ) ( ) ,
2 2

x F GG x s ds
a

ψ −
= −∫

于是得：

( , ) ( ) ( )u x t F x at G x at= − + +

0 0

1 1( ) ( )
2 2

x at x at

s ds s ds
a a

ψ ψ
− +

= − +∫ ∫
0

0

1 1( ) ( )
2 2

x at

x at

s ds s ds
a a

ψ ψ
+

−

= +∫ ∫

1 ( ) ,
2

x at

x at

s ds
a

ψ
+

−

= ∫



即：

2
1( , ) ( , ) ( ) ,

2

x at

x at

u x t M x t s ds
aψ ψ

+

−

= = ∫

( )

3
0 0 ( )

1( , ) ( , ) ( )
2

x a tt t

f
x a t

u x t M x t d f s ds d
aτ

τ

τ
τ

τ τ τ
+ −

− −

⎡ ⎤
= − = ⎢ ⎥

⎢ ⎥⎣ ⎦
∫ ∫ ∫

1

( , ) 1( , ) ( )
2

x a t

x a t

M x t
u x t s d s

t t a
ϕ ϕ

+

−

∂ ⎡ ⎤∂
= = ⎢ ⎥∂ ∂ ⎣ ⎦

∫
( ) ( )

2
x a t x a tϕ ϕ+ + −

=

( )

0 ( )

1 ( , ) .
2

x a tt

x a t

f s ds d
a

τ

τ

τ τ
+ −

− −

⎡ ⎤
= ⎢ ⎥

⎢ ⎥⎣ ⎦
∫ ∫



因此得问题(1)之解为：

1 2 3( , ) ( , ) ( , ) ( , )u x t u x t u x t u x t= + +

( ) ( ) 1 ( )
2 2

x at

x at

x at x at s ds
a

ϕ ϕ ψ
+

−

+ + −
= + ∫

( )

0 ( )

1 ( , ) .
2

x a tt

x a t

f s ds d
a

τ

τ

τ τ
+ −

− −

⎡ ⎤
+ ⎢ ⎥

⎢ ⎥⎣ ⎦
∫ ∫ (8)

三、验证

前面所得的解表达式仅仅为问题(1)的形式解， 是我们在不

考虑各种运算合理性情况下推得的， 其合法性尚需验证。

定理2.2 若
2 1 1( , ), ( , ), ( )C C f C Qϕ ψ∈ −∞ ∞ ∈ −∞ ∞ ∈

这里 { }( , ) , 0 ,Q x t x t= − ∞ < < ∞ > 则由表达式(8)给

出的函数 必为 ，且是定解问题(1)之解。u 2 ( )C Q



定理证明思路：

1.计算函数 的二阶导数，从而证明函数 具有连续的

二阶导数。

u u

2.证明函数 满足方程及初始条件。u

四、性质

推论 若 为 的偶(奇，周期)函数，则由表达式
(8)给出的函数 也必为 的偶(奇，周期)函数。

fϕ ψ、、
u

x
x

注意 这里我们只能说表达式(8)给出的函数，而不能说
定解问题(1)的解，这是因为我们还不知道问题是否有其

它解，一旦证明问题之解为唯一，我们可以说问题之解
满足这一性质。



证明：以奇函数为例加以证明。

当 为 的奇函数，则fϕ ψ、、 x

( , )u x t− ( ) ( ) 1 ( )
2 2

x at

x at

x at x at s ds
a

ϕ ϕ ψ
− +

− −

− + + − −
= + ∫

( )

0 ( )

1 ( , )
2

x a tt

x a t

f s ds d
a

τ

τ

τ τ
− + −

− − −

⎡ ⎤
+ ⎢ ⎥

⎢ ⎥⎣ ⎦
∫ ∫

( ) ( ) 1 ( )
2 2

x at

x at

x at x at s ds
a

ϕ ϕ ψ
−

+

+ + −
= − − −∫

( )

0 ( )

1 ( , ) .
2

x a tt

x a t

f s ds d
a

τ

τ

τ τ
− −

+ −

⎡ ⎤
− −⎢ ⎥

⎢ ⎥⎣ ⎦
∫ ∫



( ) ( ) 1 ( )
2 2

x at

x at

x at x at s ds
a

ϕ ϕ ψ
+

−

+ + −
= − − ∫

( )

0 ( )

1 ( , )
2

x a tt

x a t

f s ds d
a

τ

τ

τ τ
+ −

− −

⎡ ⎤
− ⎢ ⎥

⎢ ⎥⎣ ⎦
∫ ∫

( , ).u x t= − 证毕。



作 业

1，Page 109,   4；（提示：作变换 ）( ) v h x u= −

2，Page 109,  8； （提示：分解为三个一维问题 ）



为讨论问题方便起见，我们考虑以下一维波动方程Cauchy问题：

2.3 依赖区间、决定区域和影响区域

2 2
2

2 2 0, , 0,u uu a x t
t x

∂ ∂
= − = ∈ >
∂ ∂

R,
(1)( ,0) ( ), ,u x x xϕ= ∈R

( ,0) ( ), .tu x x xψ= ∈R

求解得：

( , )u x t
( ) ( ) 1 ( ) .

2 2

x at

x at

x at x at s ds
a

ϕ ϕ ψ
+

−

+ + −
= + ∫

── D’Alembert 公式。



一、依赖区间

( , ) [ , ].K x t x at x at= − +

从直角坐标系中可以看出 是
过 点分别作斜率为 的直线
与 轴相交所截得的区间。

( , )K x t
( , )x t 1

a±
x

x

t

( , )x t

x at− x at+

从上述表达式可以看出，对于上半平面内的任一固定点
解在该点的值 仅由 在 和 两点及 在

上的值唯一确定，而与其他点上的初始条件
无关，我们称 轴上的区间 为点 的依
赖区间，记作 ，即：

( , )u x t
( , )x t

x at− ψϕ
[ , ]x at x at− +

x at+

x [ , ]x at x at− + ( , )x t
( , )K x t



二、决定区域

{ }1 2 1 2[ , ] ( , ) ( , ) [ , ] .F x x x t K x t x x= ⊂

2x x at= −
1x x at= + ( , )x t

1x 2xx at+
( , )K x t

x at−

1 2[ , ]F x x

从直角坐标系中可以看出 是
过 点分别作斜率为

的直线与 轴围成的三角形区域。

1 2[ , ]F x x

x
1 2( ,0), ( ,0)x x 1 1,a a−

对于 轴上任一区间 ，我们考虑能由 上的初

值 唯一确定解值的 取值范围 ，称为区
间 的决定区域。

( , )x t,ϕ ψ
x 1 2[ , ]x x

1 2[ , ]x x
1 2[ , ]F x x

1 2[ , ]x x 显然有

x

t



对于 上的任一区间 ，我们考虑由 上的初值
影响的 取值范围 ，称其为区间 的影响

区域。

( , )x t
x 1 2[ , ]x x

1 2[ , ]x x
1 2[ , ]E x x 1 2[ , ]x x

三、影响区域

{ }1 2 1 2[ , ] ( , ) ( , ) [ , ] .E x x x t K x t x x= ≠ ∅∩

x

t

1x x at= − 2x x at= +
( , )x t

1x 2x x at+

( , )K x t
x at−

从直角坐标系中可以看出 是
过 点分别作斜率为

的直线与 三直线在 轴上方形成的
区域。

1 2[ , ]F x x

x
1 1,a a−1 2( ,0), ( ,0)x x

x

这时有



由前面讨论过程，空间和时间构成的平面直角坐标系

中，以 为斜率的直线 （ 为任意常数）起到

了很重要的作用。

xot
1
a± x c at= ± c

我们称这类直线为一维波动方程

四、特征线

2 2
2

2 2 ( , ), , 0u uu a f x t x t
t x

∂ ∂
= − = ∈ >
∂ ∂

R,

的特征线。

1 2[ , ]F x x

x

t

1x 2x
x

t

0 0( , )x t

0 0x at+0 0x at−

0 0( , )K x t

1x x at= −

x

t

1x 2x

1 2[ , ]E x x

1x x at= +
2x x at= +

2x x at= −
0 0( )x x a t t= + −

0 0( )x x a t t= − −



c at− ( 0)t >
xd at−

( )F x at+

d

五、波的传播
2 2

2
2 2 0u uu a

t x
∂ ∂

= − =
∂ ∂

,方程 的通解为：

( , ) ( ) ( )u x t F x at G x at= + + −

( )G x at− 表示向右传播的波，波速为 ，a

( )F x at+ 表示向左传播的波，波速为 ，a

at

x

( )F x

c ( 0)t = d

波形不变，

波形不变。

且沿特征线 x at C+ = 传播；

且沿特征线 x at C− = 传播。



x

t

1C

1x at C+ = 2x at C+ =

2( )F F C≡

2C

1( )F F C≡

( )F x at+ 在特征线 x at C+ = 恒等于常数 ( )F C 。

x

t

1C

1x at C− =
2x at C− =

2( )G G C≡

2C

1( )G G C≡

( )G x at− 在特征线 x at C− = 恒等于常数 ( )G C 。



波动影响的范围为 。
由前面的讨论，受区间上 上1 2[ , ]x x

1 2[ , ]E x x

也可用影响区域来讨论：

考虑初始时刻仅在 轴上的区间 有位移，其余部分处

于静止状态的波动过程，
1 2[ , ]x xx

,a aτ
τ

=

x

t

1x x at= −

2x x at= +

1x 2x

段内，扰动从 点传到了 点，
这表明在向右方向，在 时

2x
[0 , ]τ

2x aτ+

τ

2x aτ+

如图，在 时刻的扰动t τ=
范围为 ，1 2[ , ]x a x aτ τ− +

传播距离为：

2 2 ,x a x aτ τ+ − =

传播速度为：

a因此，波的传播速度为
1x aτ−

并且向左右两个方向传播。



六、奇性传播问题

x

t

0x x at= −
0x x at= +

0x

( , )u x t
( ) ( ) 1 ( ) ,

2 2

x at

x at

x at x at s ds
a

ϕ ϕ ψ
+

−

+ + −
= + ∫

由D’Alembert公式

当 在 处有间断时，如果ϕ
0x

0x x at= ±

0 ,x at x± =

这表明 平面上，在直线
上的点

都将有间断。
0

即：

x x at= ±
( , )x t

( , )u x t

因此，我们说奇性沿特征线传播。



前面讨论表明，当 在 处有间断时， 的间断会沿

特征线向 平面上方发展。

ϕ 0x ( , )u x t
( , )x t

类似可得当 在 处有间断时， 的一阶导数也有间

断，且间断会沿特征线向 平面上方发展。

ψ 0x ( , )u x t
( , )x t

对于一般问题，函数 也有同样结果。( , )f x t

因此，我们有以下结论：



2 2
2

2 2 , , 0,u uu a f x t
t x

∂ ∂
= − = ∈ >
∂ ∂

R,
( ,0) ( ), ,u x x xϕ= ∈R
( ,0) ( ), .tu x x xψ= ∈R

弦振动方程的Cauchy问题

的解有如下性质：

1，由向左传播和向右传播的两个波叠加而成；

2，传播速度为 ；a
3，传播方式为：沿特征线向左右两个方向发展，

特别，若解有奇性，奇性会沿特征线向左右两个方向发展。

4，若 ，（即无外力干扰时），这两个波在0f ≡
传播过程中波形不变。



求解问题例1：
2 2

2
2 2 0, , 0,u uu a x t

t x
∂ ∂

= − = ∈ >
∂ ∂

R,
( ,0) ( ), ,u x x xϕ= ∈R
( ,0) 0, .tu x x= ∈R

其中， ( ) 1,   1x xϕ = <当 ； ( ) 0,   1x xϕ = ≥当 。

解：

( , ) ( ) ( )u x t F x at G x at= + + −

左传播波为：
( )( ) ,

2
x atF x at ϕ +

+ =

右传播波为：
( )( ) ,

2
x atG x at ϕ −

− =

沿特征线 x at C+ = 传播；

沿特征线 x at C− = 传播；

( ) ( )
2

x at x atϕ ϕ+ + −
= ，



x

t

1− 11 2F =0F = 0F =

1x at+ = − 1x at+ =

0F ≡ 1 2F ≡ 0F ≡

( ) F x at+ ：

x

t

1− 11 2G =0G = 0G =

1x at+ = − 1x at+ =

0G ≡ 1 2G ≡ 0G ≡

( ) G x at− ：

( , )u x t

x
1− 11u =0u = 0u =

t

0u ≡ 1u ≡ 0u ≡
1 2u ≡ 1 2u ≡

注意：u 的间断点沿两条特征线传播!

( ) ( ) F x at G x at= + + − ：



求解达布问题

例2：（书上第112页第18题）

2 2

2 2 0,   0 ,  0,u uu x t t
t x

∂ ∂
= − = < < >
∂ ∂

,
(0, ) ( ), 0,u t t tϕ= ≥

( , ) ( ), 0u t t t tψ= ≥ 。

x

t

0

x t=

u ϕ= u ψ=
0u =,

其中 (0) (0)ϕ ψ= 。

如果 ( ) ( )t tϕ ψ、 给定在

[0, ],a 指出此定解条件的决

定区域。

解： ①，求解。

( , ) ( ) ( ),u x t F x t G x t= + + −由方程的通解



x

t

0

x t=

u ϕ= u ψ=
0u =,

( ) ( ) ( ),F t G t t得： ϕ+ − ={ (2 ) (0) ( ),F t G tψ+ =

所以， ( ) ( 2) (0),F t t Gψ= −

( ) ( ) ( )G t t F tϕ= − − −

( ) ( 2) (0)t t Gϕ ψ= − − − + 。

( , ) ( ) ( )u x t F x t G x t= + + −

( )
2 2

x t t xt xψ ϕ ψ+ −⎛ ⎞ ⎛ ⎞= + − −⎜ ⎟ ⎜ ⎟
⎝ ⎠ ⎝ ⎠

于是，

直接计算可得：如果 2[0, )Cϕ ψ ∈ +∞、 ，且 (0) (0),ϕ ψ=

则上面给出的函数确为达布问题的解。



x

t

0

x t=

物理意义：

( )( , )
2 2

x t t xu x t t xψ ϕ ψ+ −⎛ ⎞ ⎛ ⎞= + − −⎜ ⎟ ⎜ ⎟
⎝ ⎠ ⎝ ⎠

u ϕ=
u ψ=

0 0( , )x t

2
x tψ +⎛ ⎞

⎜ ⎟
⎝ ⎠

是从 x t= 发出的、沿特征线 x t C= − + 传播的波；

发出的、沿( )t xϕ − 0x =是从

特征线 x t C= + 传播的波；

2
t xψ −⎛ ⎞− ⎜ ⎟

⎝ ⎠
是从 x t= 发出的、先

沿特征线 x t C= − + 传播，

反射后，再沿特征线0x = 传播的波。x t C= +

碰到



x

t

0

x t=

u ψ=

0 0( , )x t

u ψ= −

x t= −

0 0

2
x t+0 0

2
t x−0 0

2
x t−

注意，由

( )0 0 0 0
0 0 0 0( , )

2 2
x t t xu x t t xψ ϕ ψ+ −⎛ ⎞ ⎛ ⎞= + − −⎜ ⎟ ⎜ ⎟

⎝ ⎠ ⎝ ⎠

u 在点 0 0( , )x t 的值只依赖于u在点 0 0( , )x t 在点 0 0 0 0,
2 2

x t x t+ +⎛ ⎞
⎜ ⎟
⎝ ⎠

、

0 0t x−

( )0 00, t x− 和 0 0 0 0,
2 2

t x t x− −⎛ ⎞
⎜ ⎟
⎝ ⎠

上的值。



x

t

0

x t=
②，求决定区域。

u ϕ=
u ψ=

a

a

( , )a a

x t a a+ = +

x t a− = −

如图所示：要求的决定区域为

[ ]F a = { }( , ) |  ,   0 2x t t a x t x a t− ≤ ≤ ≤ ≤ − 。

解毕。



作 业

• Page 109,  5、6；
• Page 112   17；
• Page 114,  30。

选做题：

• Page 109,  7；（提示：用特征线法）



本节我们将讨论一维波动方程Cauchy问题的唯一性及稳定性问题。

2.4 能量不等式

一、记号

{ }( , ) ,K x t tτ τΩ = =∩

如图：设 为平面直角坐标系 上半平面上任一点，过此点向下
作二条特征线 ，这二条特征线与 轴围成一个三角形
区域，我们称此区域为以 点为顶点的特征锥，记之为

x
),( 00 tx

.K),( 00 tx
0 0( )x x a t t= ± −

xot

x

t
0 0( , )x t

0 0x at+
0 0x at−

0 0( )x x a t t= − −

0 0( )x x a t t= + −

Kτ

对于任意的 ，记：0τ ≥

{ }( , ) 0 ,K K x t tτ τ= < <∩

{ }1 0 0( , ) ( ),0 ,x t x x a t t tτ τΓ = = − − < <

{ }2 0 0( , ) ( ),0 .x t x x a t t tτ τΓ = = + − < <

τΩ

0Ω

Kτ



二、能量不等式

2 2
2

2 2 ( , ), , 0, u uu a f x t x t
t x

∂ ∂
= − = ∈ >
∂ ∂

R,
( ,0) ( ), ,u x x xϕ= ∈R
( ,0) ( ), .tu x x xψ= ∈R

(1)

定理2.3 设 为以下定解问题(1)的解
1 2( ) ( )u C Q C Q∈ ∩

则对于任意的 有以下估计0 0 0( , ), 0,x t t >

0

2 2 2 2 2 2( , ) ( , ) ( ) ( )t x xu x a u x dx M x a x dx
τ

τ τ ψ ϕ
Ω

Ω

⎡⎡ ⎤ ⎡ ⎤+ ≤ +⎣ ⎦ ⎣ ⎦⎢⎣∫ ∫
2 ( , )

K
f x t dxdt

τ

⎤+ ⎥⎦∫∫

0

2 2 2 2 2 2( , ) ( , ) ( ) ( )t x xK
u x t a u x t dxdt M x a x dx

τ

ψ ϕ
Ω

⎡⎡ ⎤ ⎡ ⎤+ ≤ +⎣ ⎦ ⎣ ⎦⎢⎣∫∫ ∫
2 ( , )

K
f x t dxdt

τ

⎤+ ⎥⎦∫∫
其中 0 00 , exp( ).t M tτ≤ ≤ =



x

t
0 0( , )x t

0 0x at+
0 0x at−

0 0( )x x a t t= + −

τ
τΩ

0Ω

Kτ
1τΓ

2τΓ

0 0( )x x a t t= − −

0x aτ− 0x aτ+



τΩ

0Ω
x

t

证明： Step1 方程两边同乘以 ，并且在 上积分得：
u
t

∂
∂

K τ

2 2
2

2 2 ( , ) ,
K K

u u u ua dxdt f x t dxdt
t x t tτ τ

⎛ ⎞∂ ∂ ∂ ∂
− =⎜ ⎟∂ ∂ ∂ ∂⎝ ⎠

∫∫ ∫∫
Step2 应用分部积分公式计算积分

2

2K

u u dxdt
t tτ

∂ ∂
∂ ∂∫∫

21
2 K

u dxdt
t tτ

∂ ∂⎛ ⎞= ⎜ ⎟∂ ∂⎝ ⎠∫∫
21

2 tK

u n ds
tτ∂

∂⎛ ⎞
⎜ ⎟∂⎝ ⎠∫= v

这里，n 是 Kτ∂ 的单位外法向量，

1τΓ 2τΓKτ

( , )x tn n=n n

n

n n0 2 1Kτ τ τ τ∂ = Ω Ω Γ Γ∪ ∪ ∪

(0,1)τΩ =n上 ， 0 (0, -1)Ω =n上 ，

1 2
(-1, )
1

  ,a
aτ +

Γ =n上： 2 2
(1, )
1

  ,a
aτ +

Γ =n上：



2

2K

u u dxdt
t tτ

∂ ∂
∂ ∂∫∫

21
2 tK

u n ds
tτ∂

∂⎛ ⎞= ⎜ ⎟∂⎝ ⎠∫v

所以，

0

2 21 1
2 2

u uds ds
t tτΩ Ω

∂ ∂⎛ ⎞ ⎛ ⎞= −⎜ ⎟ ⎜ ⎟∂ ∂⎝ ⎠ ⎝ ⎠∫ ∫

1 2

2 21 1 .
2 2t tK K

u un ds n ds
t tτ τ

∂ ∂⎛ ⎞ ⎛ ⎞+ +⎜ ⎟ ⎜ ⎟∂ ∂⎝ ⎠ ⎝ ⎠∫ ∫
类似地，

2

2K

u u dxdt
x tτ

∂ ∂
∂ ∂∫∫ xK

u u n ds
x tτ∂

∂ ∂
+

∂ ∂∫v
2

K

u u dxdt
x t tτ

∂ ∂
= −

∂ ∂ ∂∫∫



同前面一样，可得：

0

2 21 1 .
2 2

u uds ds
x xτΩ Ω

∂ ∂⎛ ⎞ ⎛ ⎞= − +⎜ ⎟ ⎜ ⎟∂ ∂⎝ ⎠ ⎝ ⎠∫ ∫
2

K

u u dxdt
x t tτ

∂ ∂
−

∂ ∂ ∂∫∫

1 2

2 21 1 .
2 2t tK K

u un ds n ds
x xτ τ

∂ ∂⎛ ⎞ ⎛ ⎞− −⎜ ⎟ ⎜ ⎟∂ ∂⎝ ⎠ ⎝ ⎠∫ ∫

xK

u u n ds
x tτ∂

∂ ∂
∂ ∂∫v

1 2
x xK K

u u u un ds n ds
x t x tτ τ

∂ ∂ ∂ ∂
= +

∂ ∂ ∂ ∂∫ ∫
所以，

而

2

2K

u u dxdt
x tτ

∂ ∂
∂ ∂∫∫

0

2 21 1 .
2 2

u uds ds
x xτΩ Ω

∂ ∂⎛ ⎞ ⎛ ⎞= − +⎜ ⎟ ⎜ ⎟∂ ∂⎝ ⎠ ⎝ ⎠∫ ∫

1 2

21 2 .
2 t xK K

u u un n ds
x x tτ τ

⎧ ⎫∂ ∂ ∂⎪ ⎪⎛ ⎞− −⎨ ⎬⎜ ⎟∂ ∂ ∂⎝ ⎠⎪ ⎪⎩ ⎭
∫ ∪



于是，

2 2
2

2K K

u u u udxdt a dxdt
t t x t tτ τ

∂ ∂ ∂ ∂
−

∂ ∂ ∂ ∂ ∂∫∫ ∫∫
2 2

21
2

u ua ds
t xτΩ

⎧ ⎫∂ ∂⎪ ⎪⎛ ⎞ ⎛ ⎞= +⎨ ⎬⎜ ⎟ ⎜ ⎟∂ ∂⎝ ⎠ ⎝ ⎠⎪ ⎪⎩ ⎭
∫

0

2 2
21

2
u ua ds
t xΩ

⎧ ⎫∂ ∂⎪ ⎪⎛ ⎞ ⎛ ⎞− +⎨ ⎬⎜ ⎟ ⎜ ⎟∂ ∂⎝ ⎠ ⎝ ⎠⎪ ⎪⎩ ⎭
∫

1 2

2 2
2 21 2 .

2 t t xK K
u u u un a n a n ds
t x x tτ τ

⎧ ⎫∂ ∂ ∂ ∂⎪ ⎪⎛ ⎞ ⎛ ⎞+ + −⎨ ⎬⎜ ⎟ ⎜ ⎟∂ ∂ ∂ ∂⎝ ⎠ ⎝ ⎠⎪ ⎪⎩ ⎭
∫ ∪

注意到，在 1 2K Kτ τ∪ 上 | | 0,t xn a n= > 所以上式最后一项为：

1 2

2| | 0.
2

x
K K

a n u ua ds
t xτ τ

∂ ∂⎛ ⎞± >⎜ ⎟∂ ∂⎝ ⎠∫ ∪



2 2
2

2K K

u u u udxdt a dxdt
t t x t tτ τ

∂ ∂ ∂ ∂
−

∂ ∂ ∂ ∂ ∂∫∫ ∫∫
2 2

21
2

u ua ds
t xτΩ

⎧ ⎫∂ ∂⎪ ⎪⎛ ⎞ ⎛ ⎞≥ +⎨ ⎬⎜ ⎟ ⎜ ⎟∂ ∂⎝ ⎠ ⎝ ⎠⎪ ⎪⎩ ⎭
∫

0

2 2
21

2
u ua ds
t xΩ

⎧ ⎫∂ ∂⎪ ⎪⎛ ⎞ ⎛ ⎞− +⎨ ⎬⎜ ⎟ ⎜ ⎟∂ ∂⎝ ⎠ ⎝ ⎠⎪ ⎪⎩ ⎭
∫

这就得到：

2 2
21

2
u ua dx
t xτΩ

⎧ ⎫∂ ∂⎪ ⎪⎛ ⎞ ⎛ ⎞= +⎨ ⎬⎜ ⎟ ⎜ ⎟∂ ∂⎝ ⎠ ⎝ ⎠⎪ ⎪⎩ ⎭
∫

0

2 2
21

2
u ua dx
t xΩ

⎧ ⎫∂ ∂⎪ ⎪⎛ ⎞ ⎛ ⎞− +⎨ ⎬⎜ ⎟ ⎜ ⎟∂ ∂⎝ ⎠ ⎝ ⎠⎪ ⎪⎩ ⎭
∫

2 2
21

2
u ua dx
t xτΩ

⎧ ⎫∂ ∂⎪ ⎪⎛ ⎞ ⎛ ⎞= +⎨ ⎬⎜ ⎟ ⎜ ⎟∂ ∂⎝ ⎠ ⎝ ⎠⎪ ⎪⎩ ⎭
∫ { }

0

2 2 21 ( ) ( )
2 xx a x dxψ ϕ

Ω
− +∫



代入前面的等式，得：

2 2
2u ua dx

t xτΩ

⎡ ⎤∂ ∂⎛ ⎞ ⎛ ⎞+⎢ ⎥⎜ ⎟ ⎜ ⎟∂ ∂⎝ ⎠ ⎝ ⎠⎢ ⎥⎣ ⎦
∫

0

2 2 2
xa dxψ ϕ

Ω
⎡ ⎤≤ +⎣ ⎦∫ 2 ( , )

K

u f x t dxdt
tτ

∂
+

∂∫∫

0

2
2 2 2 2( , )x K

ua dx f x t dxdt
tτ

ψ ϕ
Ω

⎡ ⎤∂⎛ ⎞⎡ ⎤≤ + + +⎢ ⎥⎜ ⎟⎣ ⎦ ∂⎝ ⎠⎢ ⎥⎣ ⎦
∫ ∫∫



2 2
2u ua dx

t xτΩ

⎡ ⎤∂ ∂⎛ ⎞ ⎛ ⎞+⎢ ⎥⎜ ⎟ ⎜ ⎟∂ ∂⎝ ⎠ ⎝ ⎠⎢ ⎥⎣ ⎦
∫ 0

2 2 2 2( , )x K
a dx f x t dxdt

τ

ψ ϕ
Ω
⎡ ⎤≤ + +⎣ ⎦∫ ∫∫

2 2
2

K

u ua dxdt
t xτ

⎡ ⎤∂ ∂⎛ ⎞ ⎛ ⎞+ +⎢ ⎥⎜ ⎟ ⎜ ⎟∂ ∂⎝ ⎠ ⎝ ⎠⎢ ⎥⎣ ⎦
∫∫
( ) ( ),F Gτ τ= +

其中

( )F τ
0

2 2 2 2( , ) ,x K
a dx f x t dxdt

τ

ψ ϕ
Ω
⎡ ⎤= + +⎣ ⎦∫ ∫∫

( )G τ
2 2

2

K

u ua dxdt
t xτ

⎡ ⎤∂ ∂⎛ ⎞ ⎛ ⎞= +⎢ ⎥⎜ ⎟ ⎜ ⎟∂ ∂⎝ ⎠ ⎝ ⎠⎢ ⎥⎣ ⎦
∫∫

2 2
2

0
,

t

u ua dx dt
t x

τ

Ω

⎧ ⎫⎡ ⎤∂ ∂⎪ ⎪⎛ ⎞ ⎛ ⎞= +⎢ ⎥⎨ ⎬⎜ ⎟ ⎜ ⎟∂ ∂⎝ ⎠ ⎝ ⎠⎢ ⎥⎪ ⎪⎣ ⎦⎩ ⎭
∫ ∫

(2)

Step3 应用Gronwall不等式



因此有

'( )G τ
2 2

2 ,
t

u ua dx
t xτ

τ
Ω

=

⎡ ⎤∂ ∂⎛ ⎞ ⎛ ⎞= +⎢ ⎥⎜ ⎟ ⎜ ⎟∂ ∂⎝ ⎠ ⎝ ⎠⎢ ⎥⎣ ⎦
∫

从而不等式(2)可以表为：

'( ) ( ) ( ),G F Gτ τ τ≤ + (3)

──Gronwall不等式。由Gronwall不等式解法，(3)两边同乘以 得：e τ−

( ) ( ),d e G e F
d

τ ττ τ
τ

− −⎡ ⎤ ≤⎣ ⎦

0
( ) ( )xe G e F x dx

ττ τ− −≤ ∫
在 积分得[0, ]τ

0
( ) ( )xG e F x dx

τ ττ −≤ ∫ 0
( )xe F dx

τ τ τ−≤ ∫

0
( ) xF e dx

τ ττ −≤ ∫ ( )( ) 1 .F eττ≤ − (4)



结合(2)(3)(4)得：

'( ) ( ) ( )G F Gτ τ τ= ≤ +

( )( ) ( ) 1G F eττ τ≤ −
0( ) ( ),te F e Fτ τ τ≤ ≤

2 2
2u ua dx

t xτΩ

⎡ ⎤∂ ∂⎛ ⎞ ⎛ ⎞+⎢ ⎥⎜ ⎟ ⎜ ⎟∂ ∂⎝ ⎠ ⎝ ⎠⎢ ⎥⎣ ⎦
∫

( )( ) ( ) 1F F eττ τ≤ + −
0( ) ( ),te F e Fτ τ τ≤ ≤

定理得证。



能量估计证明方法总结

第一步：选取未知函数或其偏导数去乘方程，并在所考

虑的区域上积分。

第二步：计算各积分，用有关不等式放大或缩小相应积分。

第三步：（必要的时候）利用Grönwall不等式，估计积分。

Grönwall不等式：

0
( ) ( )      [0, ]xG e e F x dx T

τττ τ−≤ ∀ ∈∫则　 ，

'( ) ( ) ( ), [0, ]G F G Tτ τ τ τ≤ + ∀ ∈若： 　　



三、波动方程Cauchy问题解的唯一性和稳定性

2 2
2

2 2 ( , ), , 0, u uu a f x t x t
t x

∂ ∂
= − = ∈ >
∂ ∂

R,
( ,0) ( ), ,u x x xϕ= ∈R
( ,0) ( ), .tu x x xψ= ∈R (5)

定理 设 为以下定解问题(1)的解
1 2( ) ( )u C Q C Q∈ ∩

则对于任意的 有以下估计0 0 0( , ), 0,x t t >

0

2 2 2 2 2
1( , ) ( ) ( ) ( )xu x dx M x x a x dx

τ

τ ϕ ψ ϕ
Ω

Ω

⎡ ⎡ ⎤≤ + +⎣ ⎦⎢⎣∫ ∫∫
2 ( , )

K
f x t dxdt

τ

⎤+ ⎥⎦∫∫

0

2 2 2 2 2
1( , ) ( ) ( ) ( )xK

u x t dxdt M x x a x dx
τ

ϕ ψ ϕ
Ω

⎡ ⎡ ⎤≤ + +⎣ ⎦⎢⎣∫∫ ∫
2 ( , )

K
f x t dxdt

τ

⎤+ ⎥⎦∫∫
其中 02

0 10 , e .tt Mτ≤ ≤ =



证明： 对于任意的 00 ,tτ≤ ≤

2 2( , ) ( ,0)u x u x dx
τ

τ
Ω

⎡ ⎤−⎣ ⎦∫

由于

2

0
( , )u x t dt dx

tτ

τ

Ω

∂⎡ ⎤= ⎢ ⎥∂⎣ ⎦∫ ∫

2 ( , ) ( , )
K

u x t u x t dxdt
tτ

∂
≤

∂∫∫
2 2( , ) ( , )tK

u x t u x t dxdt
τ

⎡ ⎤≤ +⎣ ⎦∫∫
由能量不等式(定理2.3)得：

2 ( , )u x dx
τ

τ
Ω
∫

0

2 2 2( , ) ( , ) ( ,0)tK
u x t u x t dxdt u x dx

τ Ω
⎡ ⎤≤ + +⎣ ⎦∫∫ ∫

2 ( , )
K

u x t dxdt
τ

+∫∫
0

2 2 2 2 2( ) ( ) ( ) ( , )x K
M x x a x dx f x t dxdt

τ

ϕ ψ ϕ
Ω

⎡ ⎤⎡ ⎤≤ + + +⎣ ⎦⎢ ⎥⎣ ⎦∫ ∫∫

其中

( )F τ =
0

2 2 2 2 2( ) ( ) ( ) ( , ) ,x K
x x a x dx f x t dxdt

τ

ϕ ψ ϕ
Ω
⎡ ⎤+ + +⎣ ⎦∫ ∫∫

0 .tM e=

2( ) ( , )
K

MF u x t dxdt
τ

τ= + ∫∫ (7)



记 2( ) ( , )
K

G u x t dxdt
τ

τ = ∫∫ 2

0
( , ) ,

t

u x t dx dt
τ

Ω

⎡ ⎤= ⎢ ⎥⎣ ⎦∫ ∫

'( )G τ
则有 2( , ) ,u x dx

τ

τ
Ω

= ∫
于是得Gronwall不等式：

'( ) ( ) ( ),G MF Gτ τ τ≤ +

( ) ( ),d e G e MF
d

τ ττ τ
τ

− −⎡ ⎤ ≤⎣ ⎦

0
( ) ( )se G e MF s ds

ττ τ− −≤ ∫

0
( ) ( )sG M e F s ds

τ ττ −≤ ∫ 0
( ) sMF e ds

τ ττ −≤ ∫

类似于前面处理法可得：

积分得

( )( ) 1 .MF eττ≤ −
于是有

2 ( , ) ( )
K

u x t dxdt G
τ

τ=∫∫ ( )( ) 1MF eττ≤ − ( )0( ) 1 .tMF eτ≤ −



2 ( , )u x dx
τ

τ
Ω
∫

( )0( ) ( ) 1tMF MF eτ τ≤ + −

2( ) ( , )
K

MF u x t dxdt
τ

τ≤ + ∫∫

02 ( ),te F τ≤

2 ( , )
K

u x t dxdt
τ

∫∫ ( )0 02( ) 1 ( ).t tMF e e Fτ τ≤ − ≤

本定理即表明问题(1)解的唯一性和稳定性。

2 2
2

2 2 ( , ), , 0, i i
i i

u uu a f x t x t
t x

∂ ∂
= − = ∈ >
∂ ∂

R,
( ,0) ( ), ,i iu x x xϕ= ∈R

( ) ( ,0) ( ), .i it
u x x xψ= ∈R

则对于 满足1 2u u u= −

事实上，若有 为如下问题之解
1 2( ) ( ), ( 1, 2)iu C Q C Q i∈ =∩

证毕



2 2
2

1 22 2 ( , ) ( , ), , 0,u uu a f x t f x t x t
t x

∂ ∂
= − = − ∈ >
∂ ∂

R,
1 2( ,0) ( ) ( ), ,u x x x xϕ ϕ= − ∈R

1 2( ,0) ( ) ( ), .tu x x x xψ ψ= − ∈R

由定理知：

2 ( , )
K

u x t dxdt
τ

∫∫ 02 ( )te F τ≤

[ ] [ ]{ }0

0

2 22 2
1 2 1 2( ) ( ) ( ) ( )t

x xe x x a x x dxϕ ϕ ϕ ϕ
Ω

= − + −∫

0
2

22
1( , ) ( , ) .t

K
e f x t f x t dxdt

τ

⎡ ⎤+ −⎣ ⎦∫∫

[ ]0

0

22
1 2( ) ( )te x x dxψ ψ

Ω
+ −∫



四、附注

2. 由定理2.3可证明解的唯一性，但不能证明稳定性。因为

1. 后一定理可通过对方程乘 并在 上积分直接证明。( , )u x t K τ

定理2.3 没有得到 ( , )u x t 本身的估计。

3. 在物理上， 的平方及其偏导数的平方的积分，对应( , )u x t

于各种能量，因此称有关它们的平方的不等式称为能量

不等式。



2 2
2

2 2 ( , ), (0, ),  0, u uu a f x t x l t
t x

∂ ∂
= − = ∈ >
∂ ∂

,

( ,0) ( ), (0, )u x x x lϕ= ∈

( ,0) ( ), (0, ).tu x x x lψ= ∈

(0, ) ( , ) 0, 0u t u l t t= = >

证明下述能量不等式，并用其来证明解的唯一性

2 2 2 2 2 2

0 0
( , ) ( , ) ( ) ( )

l l

t x xu x t a u x t dx x a x dxψ ϕ⎡ ⎤ ⎡ ⎤+ ≤ +⎣ ⎦ ⎣ ⎦∫ ∫
2

0 0
( , ) ,     0.

t l
f x t dxdt t+ ∀ >∫ ∫

2，考虑下述混合问题：

作业：1，Page 111,   13；



2.5 半无界问题

一、问题

2 2
2

2 2 ( , ), 0, 0,u uu a f x t x t
t x

∂ ∂
= − = > >
∂ ∂

,
( ,0) ( ), 0,u x x xϕ= ≥
( ,0) ( ), 0,tu x x xψ= ≥
(0, ) ( ), 0.u t g t t= ≥

x

t

o

在区域 求解定解问题：{ }( , ) 0 , 0Q x t x t= ≤ < ∞ ≤ < ∞

二、求解

A. 情形( ) 0g t ≡

(0, ) 0, 0.u t t

(1)

此时，问题(1)化为：

= ≥

u f

(2)

=,

u ϕ= tu ψ=

u = g0



1.解法1──通解法

类似于前面Cauchy问题解法，我们可以由简化公式，先求解齐次方程

情形的定解问题，利用齐次方程的通解表示，根据初始条件、边界条

件确定待定函数，从而得到解表达式。

2.解法2──对称延拓法

由此，我们得到求解半无界问题的基本思路：

第二步，利用一维波动方程Cauchy求解公式地，求解Cauchy问题。

由P44的推论知，对于波动方程Cauchy问题，当函数 关

于 为奇函数时，问题的解也关于 为奇函数，其自然满足x
, , fϕ ψ

x
0

0.
x

u
=
≡

首先，适当拓展已知函数 在 和
上的值，把半无界问题转化为给定在上半平面的Cauchy问题，

使其解自然满足边界条件

0x−∞ < <, , fϕ ψ { 0,x−∞ < ≤
}0t ≥

0
0.

x
u

=
≡

第三步，利用解表达式，限定 取值范围，得到问题解。,x t



1，对称延拓已知函数

令：

根据问题特点，本问题只要对已知函数 关于 作奇延拓。, , fϕ ψ x

( ), 0,
( )

( ), 0;
x x

x
x x

ϕ
ϕ

ϕ
≥⎧

= ⎨− − <⎩
( ), 0,

( )
( ), 0;

x x
x

x x
ψ

ψ
ψ

≥⎧
= ⎨− − <⎩

( , ), 0, 0,
( , )

( , ), 0, 0;
f x t x t

f x t
f x t x t

≥ ≥⎧
= ⎨− − < ≥⎩

于是得一维波动方程Cauchy问题:
2 2

2
2 2 ( , ), , 0, u uu a f x t x t

t x
∂ ∂

= − = ∈ >
∂ ∂

R,　
( ,0) ( ), ,u x x xϕ= ∈R
( ,0) ( ), .tu x x xψ= ∈R



( , )u x t =
( ) ( ) 1 ( )

2 2

x at

x at

x at x at s ds
a

ϕ ϕ ψ
+

−

+ + −
+ ∫

( )

0 ( )

1 ( , ) ,
2

x a tt

x a t

f s ds d
a

τ

τ

τ τ
+ −

− −

⎡ ⎤
+ ⎢ ⎥

⎢ ⎥⎣ ⎦
∫ ∫

由一维波动方程Cauchy问题解公式

2，解Cauchy问题

3，求解

显然，当 时有0, 0x t≥ ≥ ( , ) ( , ).u x t u x t=
以下讨论用 来表示解。, , fϕ ψ
当 时：x at≥

( , )u x t =
( ) ( ) 1 ( )

2 2

x at

x at

x at x at s ds
a

ϕ ϕ ψ
+

−

+ + −
+ ∫

( )

0 ( )

1 ( , ) .
2

x a tt

x a t

f s ds d
a

τ

τ

τ τ
+ −

− −

⎡ ⎤
+ ⎢ ⎥

⎢ ⎥⎣ ⎦
∫ ∫

(3)



当 时：0 x at< <
我们分别计算(3)中各项：

( ) ( ) ( ) ( ) ,
2 2

x at x at x at at xϕ ϕ ϕ ϕ+ + − + − −
=

( )
x at

x at

s dsψ
+

−

=∫
0

0
( ) ( )

x at

x at
s ds s dsψ ψ

+

−
+∫ ∫

0

0
( ) ( )

x at

x at
s ds s dsψ ψ

+

−
= − − +∫ ∫

( )
x at

at x
s dsψ

+

−
= ∫

( )

0 ( )
( , )

t x a t

x a t
f s ds d

τ

τ
τ τ

+ −

− −

⎡ ⎤ =⎢ ⎥⎣ ⎦∫ ∫ ( , )
K

f s dsdτ τ∫∫
其中 是由直线 与 轴围成的一个三角形区域，如图：K ( )s x a t τ= ± − x



x
at−

( , )x t

x at+x at−

( )s x a t τ= + −

s

τ

K

( )s a t xτ= − −( )s a t xτ= − −

at x−

( )

0 ( )
( , )

t x a t

x a t
f s ds d

τ

τ
τ τ

+ −

− −

⎡ ⎤
⎢ ⎥⎣ ⎦∫ ∫

( )

( )
( , )

x
a

t x a t

t x a t
f s ds d

τ

τ
τ τ

+ −

− − −

⎡ ⎤= ⎢ ⎥⎣ ⎦∫ ∫
0

0 ( )
( , ) .

x
at

x a t
f s ds d

τ
τ τ

−

− −

⎡ ⎤− −⎢ ⎥⎣ ⎦∫ ∫

于是得解的表达式：

( )

0 0
( , ) .

x
at x a t

f s ds d
τ

τ τ
− + −⎡ ⎤+ ⎢ ⎥⎣ ⎦∫ ∫

( )

( )
( , )

x
a

t x a t

t x a t
f s ds d

τ

τ
τ τ

+ −

− − −

⎡ ⎤= ⎢ ⎥⎣ ⎦∫ ∫
( )

0 ( )
( , ) .

x
at x a t

a t x
f s ds d

τ

τ
τ τ

− + −

− −

⎡ ⎤+ ⎢ ⎥⎣ ⎦∫ ∫
x at=



( , )u x t =

( )

0 ( )

1 ( , ) , 0 .
2

x
at x a t

a t x
f s ds d x at

a
τ

τ
τ τ

− + −

− −

⎡ ⎤+ < <⎢ ⎥⎣ ⎦∫ ∫

( )

0 ( )

1 ( , ) , ,
2

t x a t

x a t
f s ds d x at

a
τ

τ
τ τ

+ −

− −

⎡ ⎤+ ≥⎢ ⎥⎣ ⎦∫ ∫

( ) ( ) 1 ( )
2 2

x at

x at

x at x at s ds
a

ϕ ϕ ψ
+

−

+ + −
+ ∫

( )

( )

1 ( , )
2 x

a

t x a t

t x a t
f s ds d

a
τ

τ
τ τ

+ −

− − −

⎡ ⎤+ ⎢ ⎥⎣ ⎦∫ ∫

( ) ( ) 1 ( )
2 2

x at

at x

x at at x s ds
a

ϕ ϕ ψ
+

−

+ − −
+ ∫

(4)



3.验证

同一维波动方程解Cauchy问题情形类似，这里我们所得的解表达式(4)
仅仅是问题(2)的形式解，我们仍需要作验证。

a.相容性条件

在 处，问题的边界条件及初始条件出现重复，为保

证问题解的连续、一阶导数连续和二阶导数连续，我们须对初始条
件及边界条件加以分析。

0, 0x t= =

①解在 连续：(0, 0)

0
(0, 0) lim (0, ) 0

t
u u t

→
= =

0 0
lim ( , 0) lim ( )
x x

u x xϕ
→ →

= = (0).ϕ=

(0) 0.ϕ =
即：

②解在 一阶导数连续：(0, 0)

0
(0, 0) lim (0, ) 0t tt

u u t
→

= =

0 0
lim ( , 0) lim ( )tx x

u x xψ
→ →

= = (0).ψ=
即：

(5)

(0) 0.ψ = (6)



③解在 二阶导数连续：(0, 0)

0
(0, 0) lim (0, ) "(0) 0tt ttt

u u t g
→

= = =
2

0
lim ( , 0) ( , 0)xxx

a u x f x
→

⎡ ⎤= +⎣ ⎦
2

0
lim ( ) ( , 0)xxx

a x f xϕ
→

⎡ ⎤= +⎣ ⎦
2 (0) (0, 0)xxa fϕ= +

即：

结合①②③，我们可得：

2 (0) (0, 0) 0.xxa fϕ + = (7)

定理2.5 若
2 1 1( ) [0, ), ( ) [0, ), ( , ) ( ),x C x C f x t C Qϕ ψ∈ ∞ ∈ ∞ ∈

且满足相容性条件(5)(6)(7)，则半无界问题(2)必有解
且由表达式(4)给出。这里

2( , ) ( ),u x t C Q∈
{ }( , ) 0, 0 .Q x t x t= > >

定理证明思路：第一步：验证二阶导数连续。

第二步：验证函数满足初始条件、边界条件及方程。



B. 情形( ) 0g t ≠

解法：作函数变换

( , ) ( , ) ( ),v x t u x t g t= −
则问题(1)化为：

2 2
2

2 2 ( , ) "( ), 0, 0,v vv a f x t g t x t
t x
∂ ∂

= − = − > >
∂ ∂

,
( ,0) ( ) (0), 0,v x x g xϕ= − ≥
( ,0) ( ) '(0), 0,tv x x g xψ= − ≥
(0, ) 0, 0.v t t= ≥

(8)

从而归结为A情形，可求解，且有类似定理。

则半无界问题(8)必有解
2( , ) ( ).u x t C Q∈

2(0) (0), (0) '(0), "(0) "(0) (0, 0),g g g a fϕ ψ ϕ= = − =

定理2.6 若
2 1 1( ) [0, ), ( ) [0, ), ( , ) ( ),x C x C f x t C Qϕ ψ∈ ∞ ∈ ∞ ∈

且满足相容性条件：
3( ) [0, ),g t C∈ ∞



三、唯一性和稳定性（能量不等式）

定理2.3 设 为以下定解问题(2)的解
1 2( ) ( )u C Q C Q∈ ∩

则对于任意的 有以下估计0 00, 0,x t> >
0 02 2 2 2 2 2

0 0
( , ) ( , ) ( ) ( )

x a x

t x xu x a u x dx M x a x dx
τ

τ τ ψ ϕ
− ⎡⎡ ⎤ ⎡ ⎤+ ≤ +⎣ ⎦ ⎣ ⎦⎢⎣∫ ∫

2 ( , )
K

f x t dxdt
τ

⎤+ ⎥⎦∫∫
02 2 2 2 2 2

0
( , ) ( , ) ( ) ( )

x

t x xK
u x t a u x t dxdt M x a x dx

τ

ψ ϕ⎡⎡ ⎤ ⎡ ⎤+ ≤ +⎣ ⎦ ⎣ ⎦⎢⎣∫∫ ∫
2 ( , )

K
f x t dxdt

τ

⎤+ ⎥⎦∫∫
其中 0 00 , exp( ).t M tτ≤ ≤ =

2 2
2

2 2 ( , ), 0, 0,u uu a f x t x t
t x

∂ ∂
= − = > >
∂ ∂

,
( ,0) ( ), 0,u x x xϕ= ≥
( ,0) ( ), 0,tu x x xψ= ∈≥

(2)

(0, ) 0, 0.u t t= ≥



x

t

0x x at= −

τ
τΩ

0Ω

Kτ 2τΓ

0x aτ−
0x

(0, ) ( ), 0,xu t g t t

四、附注

对于其它形式的半无界问题可类似

前面做法进行求解。特别对于上给

定第二边界条件：

= ≥

情形，我们可仿照前面作法，作函数变换：

( , ) ( , ) ( ),v x t u x t xg t= −

就将边界条件化为齐次情形，再利用对称延拓法或通解法进行求解。

(0, ) 0.xv t =则　

如右图所示：Kτ



作 业

• Page 110,  10, 11.
• 选做题

Page 110,  12;
Page  111,  15,  16.



§3.初值问题(高维情形)
§3.1 解的表达式

一、三维情形(Kirchhoff公式)

求解：

(2)  解法

(1)  问题

2 2 2 2
2 3

2 2 2 2
1 2 3

( , ), , 0,u u u ua f x t x t
t x x x

⎛ ⎞∂ ∂ ∂ ∂
− + + = ∈ >⎜ ⎟∂ ∂ ∂ ∂⎝ ⎠

R

3( ,0) ( ), ,u x x xϕ= ∈R
3( ,0) ( ), .tu x x xψ= ∈R

(1)

由简化公式，只须讨论 情形。利用球平
均值函数工具，应用半无界问题解公式，最终可得解公式：

( ) 0, ( , ) 0x f x tϕ = =



( , )u x t

2 ( )

1 ( )
4 atS x

y dS
a t

ψ
π

+ ∫∫

2 ( )

1 ( )
4 atS x

y dS
t a t

ϕ
π

∂ ⎡ ⎤= ⎢ ⎥∂ ⎣ ⎦∫∫

( )
20 ( )

1 ( , ) .
4 ( ) a t

t

S x
f y dS d

a t τ

τ τ
π τ −

⎡ ⎤
+ ⎢ ⎥−⎣ ⎦
∫ ∫∫

{ }3( ) .tS x y x y t= ∈ − =R其中：

二、二维情形

(2)

(1)问题：

2 2 2
2 2

2 2 2
1 2

( , ), , 0,u u ua f x t x t
t x x

⎛ ⎞∂ ∂ ∂
− + = ∈ >⎜ ⎟∂ ∂ ∂⎝ ⎠

R

2( ,0) ( ), ,u x x xϕ= ∈R
2( ,0) ( ), .tu x x xψ= ∈R

(3)

(3)公式：



(2)解法──降维法

2 2 2 2
2 3

1 22 2 2 2
1 2 3

( , , ), , 0,u u u ua f x x t x t
t x x x

⎛ ⎞∂ ∂ ∂ ∂
− + + = ∈ >⎜ ⎟∂ ∂ ∂ ∂⎝ ⎠

R

3
1 2 3 1 2( , , ,0) ( , ), ,u x x x x x xϕ= ∈R

3
1 2 3 1 2( , , ,0) ( , ), .tu x x x x x xψ= ∈R

1 2 3 1 2( , , , ) ( , , ),u x x x t u x x t=
设 为问题(3)之解，令函数u

则 满足：u

由Kirchhoff公式

( , )u x t 1 22 ( )

1 ( , )
4 atS x

y y dS
a t

ψ
π

+ ∫∫1 22 ( )

1 ( , )
4 atS x

y y dS
t a t

ϕ
π

∂ ⎡ ⎤= ⎢ ⎥∂ ⎣ ⎦∫∫

( )
1 220 ( )

1 ( , , ) .
4 ( ) a t

t

S x
f y y dS d

a t τ

τ τ
π τ −

⎡ ⎤
+ ⎢ ⎥−⎣ ⎦
∫ ∫∫



我们只对中间一个积分作一下计算，其余类似。

由于该积分为曲面积分，被积函数与 无关，积分范围是一球面，方程为3y

1 2( )
( , )

atS x
y y dSψ∫∫

( ) ( )1 2
1 2

2 2

1 2 3 3 1 2( , )
2 ( , ) 1

at
y yx x

y y y y d y dyψ
Σ

= + +∫∫

( ) ( ) ( ) ( )2 2 2 2
1 1 2 2 3 3 ,y x y x y x at− + − + − =

上半球面可表为：

( ) ( ) ( )2 2 2
3 3 1 1 2 2 ,y x at y x y x= + − − − −

因此，积分可表为：

1 2( )
2 ( , )

atS x
y y dSψ

+
= ∫∫

( ) ( )
( ) ( ) ( )1 2

2 2
1 1 2 2

1 2 1 22 2 2( , )
1 1 2 2

2 ( , ) 1
at x x

y x y x
y y d y dy

at y x y x
ψ

Σ

− + −
= +

− − − −∫∫

记 { }2 2 2
1 2 1 2 1 1 2 2( , ) ( , ) ( ) ( ) ( )at x x y y y x y x atΣ = − + − ≤



于是得：

1 2
2 1 2 1 22 ( , )

1( , , ) ( , )
4 atS x x

u x x t y y dS
a t

ψ
π

= ∫∫

( ) ( ) ( )1 2

1 2
1 22 2 2 2( , )

1 1 2 2

( , )1
2 at x x

y yat d y dy
a t at y x y x

ψ
π Σ

=
− − − −

∫∫

( ) ( ) ( )1 2

1 2
1 22 2 2( , )

1 1 2 2

( , )1 ,
2 at x x

y y d y dy
a at y x y x

ψ
π Σ

=
− − − −

∫∫

从而得到原问题的解为：

( ) ( ) ( )1 2
1 2 1 22 2 2( , )

1 1 2 2

2 ( , ) ,
at x x

aty y d y dy
at y x y x

ψ
Σ

=
− − − −

∫∫



( ) ( ) ( )2 2 2( )
1 1 2 2

1 ( )
2 at x

y d y
a t at y x y x

ϕ
π Σ

∂
=

∂ − − − −
∫∫

1 2( , , ) ( , )u x x t u x t= =

( ) ( ) ( )2 2 2( )
1 1 2 2

1 ( )
2 at x

y d y
a at y x y x

ψ
π Σ

+
− − − −

∫∫

( ) ( )( ) 2 20 ( ) 2 2
1 1 2 2

1 ( , )
2 ( )a t

t

x

f y d y d
a a t y x y xτ

τ τ
π τ−Σ

⎡ ⎤
⎢ ⎥+
⎢ ⎥− − − − −⎣ ⎦

∫ ∫∫
这里：

1 2 1 2( , ), ( , ),x x x y y y= =

( ) ( ) ( ){ }2 2 22
1 1 2 2( ) .at x y y x y x atΣ = ∈ − + − ≤R

当 时，公式(4)称为Poisson公式。( , ) 0f x t ≡

(4)



公式(2)(4)仅为问题(1)(3)的形式解，类似于前面做法，我们可进一步

验证得到如下定理：

定理3.1 若 这里
3 2 2( ) ( ), ( ) ( ), ( , ) ( ),n nx C x C f x t C Qϕ ψ∈ ∈ ∈R R

{ }( , ) , 0 ,nQ x t x t= ∈ >R 则由(2)、(4)给出的函数

分别是定解问题(1)和(3)的解。

2( , ) ( ),u x t C Q∈



作 业

• Page 111,   14。
（提示：利用Page 65 的（3.16）式）



§3.2 特征锥与Huygens原理

一、问题：对于二维波动方程Cauchy问题

2 2 2
2 2

2 2 2
1 2

( , ), , 0,u u ua f x t x t
t x x

⎛ ⎞∂ ∂ ∂
− + = ∈ >⎜ ⎟∂ ∂ ∂⎝ ⎠

R

2( ,0) ( ), ,u x x xϕ= ∈R
2( ,0) ( ), .tu x x xψ= ∈R

(1)

讨论其依赖区域、决定区域及影响区域。

(1) 依赖区域

由解公式可得，解 在任一点 的值仅依赖于以这点为顶
点的锥体

u 0 0 0 0( , , )P x y t

{ }0

2 2
0 0 0 0( , , ) ( ) ( ) ( ), 0PK x y t x x y y a t t t t= − + − ≤ − ≤ ≤

内的定解数值；具体地说，膜上任意一点 在 时刻的位
移值 只依赖于区域 上的初始值

及 内外力 的值。

0 0( , )x y
0t t=

f
0 0 0( , , )u x y t { }

0 0
0P PK t D= ≡∩ ,ϕ ψ

0PK



x

t

y

0 0 0 0( , , )P x y t

0 0( , )x y0at

我们称区域 为点 对初值的依赖区域，即：
0PD 0P

{ }0

2 2
0 0 0( , ,0) ( ) ( ) .PD x y x x y y at= − + − ≤

0PD

0PK

称锥体 为问题(1)的特征锥。
0PK



(2) 决定区域

D

对于 平面上的任一区域 ，在 时，给定 在 上的
值，问上半空间中哪些点上的位移 可由 中的 的

值唯一确定。

xoy D 0f = ,ϕ ψ D
( , , )u x y t D ,ϕ ψ

显然，这样的点全体构成的集合 可表为：DF
{ }( , , ) .D PF P x y t D D= ⊂

我们称集合 为 平面上的区域 的决定区域。DF xoy D

x

t

y

( , , )P x y t

( , )x yat PD

PK



(3) 影响区域

对于 平面上的任一区域 ，在 时，给定 在 上的
值，问上半空间中哪些点上的位移 会受 中的 的

值影响。

xoy D 0f = ,ϕ ψ D
( , , )u x y t D ,ϕ ψ

显然，这样的点全体构成的集合 可表为：DJ
{ }( , , ) .D PJ P x y t D D= ≠ ∅∩

我们称集合 为 平面上的区域 的影响区域。DJ xoy D

x

t

y

( , , )P x y t

( , )x yat PD

PK

( , , )P x y t

( , )x yat PD

PK



随着时间

推延，到 时刻波动范围分别如图所示，中间部分未波动的范围逐
渐缩小，直到 时刻缩成一点。

1 2,t t
0t

x

t

yPD

0 0 0( , , )P x y t

0 0( , )x y0at

PK
1t

2t

(4) 波传播速度

以决定区域为例说明

设初始时刻，在 的决定区域 外有一波动，0 0 0( , , )P x y t PD

前进了 距离，因此波动的传播速度为

这表明在 时间段内，波动向内0[0, ]t
0at .a



{ }0

2 2
0 0 0( , ) ( ) ( )PD x y x x y y at= − + − ≤

二、Huygens原理

{ }0

2 2 2
0 0 0 0( , , ) ( ) ( ) ( )PD x y z x x y y z z at∂ = − + − + − =

我们讨论在 时，二、三维波动传播特点。0f =

0
max 0max dist( , ),

Q D
d P Q

∈
=

由解公式(2)(4)可知，在 时，解 在 点上的值只依赖于依赖

区域 的边界：
3n = u

0PD 0P

上的初值 而与它们在 内部的值无关。, ,ϕ ψ
0PD

上的初值 , .ϕ ψ

在 时，解 在 点上的值依赖于整个依赖区域u
0PD0P2n =

,ϕ ψ
这个差别在物理上产生了截然不同的效果。设想在初始时刻，初值

只有在区域 内不为0，在 以外考虑一个定点 ，记0D 0D 0P

0
min 0min dist( , ),

Q D
d P Q

∈
=

这里 表示 之间的距离。0dist( , )P Q 0 ,P Q



maxd

mind0 0 0( , , ) 0.u x y t =

当 时，由于
因此

0 0 ,PD D = ∅∩0 min0 at d< <

a.在 情形：2n =
由Poisson公式知：

当 时，由于
因此

0 0 ,PD D ≠ ∅∩0 minat d>

0 0 0( , , ) 0.u x y t ≠

以上讨论表明，在二维情形，波的传播
只有波前而无波后。

实例：水面上的水波，可近似看作为平
面波。



maxd

mind0 0 0 0( , , , ) 0.u x y z t =

当 时，由于
因此

0 0 ,PD D∂ = ∅∩
0 min0 at d< <

b.在 情形：3n =
由Kirchhoff公式知：

当 时，由于

因此
0 0 ,PD D∂ ≠ ∅∩

min 0 maxd at d< <

0 0 0 0( , , , ) 0.u x y z t ≠

当 时，由于

因此
0 0 ,PD D∂ = ∅∩

0 maxat d>

0 0 0 0( , , , ) 0.u x y z t =
以上讨论表明，在三维情形，波的传播
有清晰的波前及波后。

实例：空气中的声波。



在波的传播过程中，这种有清晰前阵面和后阵面的现象称为Huygens
原理或无后效现象。

对于波的传播过程中，只有清晰前阵面而无后阵面的现象称为波的弥
漫，或称这种波有后效现象。

三、附注

高维情形的能量不等式仍成立，因而高维波动方程Cauchy问题的解

为唯一、稳定。



§4.混合问题

§4.1 分离变量法

一、问题

求解一维波动方程混合问题：

注意问题中的方程及边界条件均为齐次。

2 2
2

2 2 0, 0 , 0,u ua x l t
t x

∂ ∂
− = < < >

∂ ∂
(1)

( ,0) ( ), 0 ,u x x x lϕ= ≤ ≤
( ,0) ( ), 0 ,tu x x x lψ= ≤ ≤

(2)

(3)
(0, ) 0, 0,u t t= ≥
( , ) 0, 0.u l t t= ≥

(4)

(5)



并选取

中的参量使 还满足方程初始条件。( )nT t ( , )u x t

x

t

lo

2 2
2

2 2 0u ua
t x

∂ ∂
− =

∂ ∂
0u = 0u =

u ϕ= tu ψ=

求解思想：

1，将解分解为一列函数

的和，即

1

( , ) ( , )n
n

u x t u x t
∞

=

= ∑

其中 ( , ) ( 1, 2,...)nu x t n =

只满足方程和边界条件；

( , ) ( ) ( ),n n nu x t T t X x=2，求分离变量形式的 ( , ) :nu x t

上述求解思想来自于物理上波的分解，其中关键是求 ( , )nu x t 。



二、分离变量法
1.导出特征问题

将变量分离形式解 代入方程(1)得( , ) ( ) ( )u x t X x T t=
2"( ) ( ) ( ) "( ) 0,T t X x a T t X x− =

除以 得：
2 ( ) ( )a X x T t

(6)2

"( ) "( ) .
( ) ( )

T t X x
a T t X x

=

(6)中，左式仅依赖于 ，它与 无关，而右式则相反，由二式相等

知它们与 均无关，因而为常数，记作 于是得：
t x

,x t ,λ−

2"( ) ( ) 0,T t a T tλ+ =

"( ) ( ) 0,X x X xλ+ =

由(4)(5)得：
(0) ( ) ( ) ( ) 0.X T t X l T t= =

由于我们所关心的是问题的非零解，因此 ，由(9)得( ) 0.T t

(7)

(8)

(9)

≠

(0) ( ) 0.X X l= = (10)



为了求出定

解问题(1)-(5)的解，我们要仔细研究(7)(10)的解。

于是，我们得到：

(0) ( ) 0.X X l= = (10)

"( ) ( ) 0,X x X xλ+ = (7){
2"( ) ( ) 0,T t a T tλ+ = (8)

而函数 ( , ) ( ) ( )u x t X x T t= ，满足

2 2
2

2 2 0, 0 , 0,u ua x l t
t x

∂ ∂
− = < < >

∂ ∂
(1)

(0, ) 0, 0,u t t= ≥ (4)

( , ) 0, 0.u l t t= ≥ (5)

但 ( , ) ( ) ( )u x t X x T t= 一般不满足初始条件(2)和(3)。
求(7)(10)的非零

解的问题就构成一个特征问题。一般地，有以下定义及相应定理：



1
( ) ( ),n n

n
f x C X x

∞

=

= ∑

定义4.1 对于齐次常微分方程定解问题

"( ) ( ) 0, 0 ,X x X x x lλ+ = < <

1 1'(0) (0) 0,X Xα β− + =

2 2'( ) ( ) 0.X l X lα β+ ={
使(*)有非零解的那些 值称为这个边值问题的特征值；相应的非零解称
为对应于这个特征值的特征函数；寻求齐次边值问题(*)的所有特征值和
特征函数的问题称为特征问题或称为Sturm-Liouville问题(简称S-L问题)。

(*)

λ

(II)所有特征值组成一个单调递增且以 为聚点的序列：∞
1 20 , lim .n nn
λ λ λ λ

→∞
≤ < < < < = ∞" "

定理4.1 对于特征问题(*)，其中

则有：

0, 0, 0, ( 1,2),i i i i iα β α β≥ ≥ + > =

(I)所有特征值都是非负的实数，当 时，所有特征值都是正数。1 2 0β β+ >

(III)不同特征值对应的特征函数必正交；

0
( ) ( ) 0.

l

n mX x X x dx =∫ 其中 为 对应的特征函数。,n mλ λ,n mX X
(IV)任意函数 可以按特征函数展开，即：2( ) [0, ]f x L l∈

其中
0

2
0

( ) ( )

( )
.

l
n

l

n

f x X x dx

n
X x dx

C ∫=
∫

即对于不同特征值 有：,n mλ λ



2.解特征问题

对于特征问题(7)(10)

"( ) ( ) 0,X x X xλ+ = (7)

(0) ( ) 0.X X l= = (10){
由定理4.1知，其所有特征值均为正数，因此(7)有通解：

1 2( ) cos sin ,X x C x C xλ λ= +

由(10)得：

1 0,C =

2 sin 0.C lλ =

所以： , 1, 2, .l n nλ π= = "
2

, 1, 2, .n
n n
l
πλ ⎛ ⎞= =⎜ ⎟

⎝ ⎠
"从而得：

对应特征函数为： ( ) sin , 1,2, .n n
nX x C x n
l
π

= = "

0 .nC ≠ 常数 对同一个特征值，我们取一个特征函数，如 =1.nC



得： ( ) sin cos , 1,2, .n n n
an anT t A t B t n

l l
π π

= + = "

这样就有：
2

, 1, 2, .n
n n
l
πλ ⎛ ⎞= =⎜ ⎟

⎝ ⎠
"特征值：

相应的特征函数： ( ) sin , 1, 2, .n
nX x x n
l
π

= = "

再解(8), 2"( ) ( ) 0,T t a T tλ+ = (8)

( , ) sin sin cos , 1,2, .n n n
n an anu x t x A t B t n
l l l
π π π⎛ ⎞= + =⎜ ⎟

⎝ ⎠
"

我们得一列变量分离解：由 ( , ) ( ) ( ) u x t X x T t= ，

其中   ( 1, 2, )n nA B n = "、 是常数。

满足方程(1)和边界条件(4)(5)。



令：

1

( , ) ( , )n
n

u x t u x t
∞

=

= ∑

1

sin sin cos ,n n
n

n an anx A t B t
l l l
π π π∞

=

⎛ ⎞= +⎜ ⎟
⎝ ⎠

∑
由初始条件得：

1

( ,0) sin ( ),n
n

nu x B x x
l
π ϕ

∞

=

= =∑

1

( ,0) sin ( ),t n
n

an nu x A x x
l l
π π ψ

∞

=

= =∑
由Fourier级数知：

0

2 ( )sin ,
l

n
nB x xdx

l l
πϕ= ∫ 0

2 ( )sin .
l

n
nA x xdx

an l
πψ

π
= ∫

3.   叠加变量分离解，由初值确定其系数  ( 1, 2, )n nA B n = "、



0

2 ( )sin ,
l

n
nB x xdx

l l
πϕ= ∫

0

2 ( )sin .
l

n
nA x xdx

an l
πψ

π
= ∫

其中：

这样我们得到定解问题(1)-(5)的形式解为：

三、分离变量法步骤总结

Step3.将所有的变量分离形式的特解叠加起来，并利用初值定出所有

待定常数。

Step1.令 适合方程及边界条件，得特征问题。( , ) ( ) ( )u x t X x T t=

Step2. 解特征问题，求出所有特征值和特征函数，并求出相应的 ( ).T t

1
( , ) sin sin cos ,n n

n

n an anu x t x A t B t
l l l
π π π∞

=

⎛ ⎞= +⎜ ⎟
⎝ ⎠

∑ (11)

{



定义4.1 对于齐次常微分方程定解问题

"( ) ( ) 0, 0 ,X x X x x lλ+ = < <

1 1'(0) (0) 0,X Xα β− + =

2 2'( ) ( ) 0.X l X lα β+ ={
使(*)有非零解的那些 值称为这个边值问题的特征值；相应的非零解称
为对应于这个特征值的特征函数；寻求齐次边值问题(*)的所有特征值和
特征函数的问题称为特征问题或称为Sturm-Liouville问题(简称S-L问题)。

(*)

λ

(II)所有特征值组成一个单调递增且以 为聚点的序列：∞
1 20 , lim .n nn
λ λ λ λ

→∞
≤ < < < < = ∞" "

定理4.1 对于特征问题(*)，其中

则有：

0, 0, 0, ( 1,2),i i i i iα β α β≥ ≥ + > =

(I)所有特征值都是非负的实数，当 时，所有特征值都是正数。1 2 0β β+ >

(III)不同特征值对应的特征函数必正交；即对于不同特征值 有：,λ μ

0
( ) ( ) 0.

l
X x X x dxλ μ =∫ 其中 为 对应的特征函数。,λ μ,X Xλ μ

(IV)任意函数 可以按特征函数展开，即：2( ) [0, ]f x L l∈

1

( ) ( ),n n
n

f x C X x
∞

=

= ∑ 其中 0

2
0

( ) ( )

( )
.

l
n

l

n

f x X x dx

n
X x dx

C ∫=
∫



四、定理4.1证明

" 2

0 0
( ) ( ) 0,

l l
X X x dx X x dxλ λ λλ+ =∫ ∫

证明 (I) 设 为对应于特征值 的特征函数，以 乘(*)中方程

两端并在 上积分得：

( )X xλ ( )X xλλ
[0, ]l

分部积分得

( )2' ' 2

0 0 0
( ) ( ) ( ) 0,

l ll
X X x X x dx X x dxλ λ λ λλ− + =∫ ∫

从而得：

由边界条件得：我们只要证上式分子的第二式为非负。

' '
' 1 1

1 1

(0) (0) (0) (0)(0) (0) X X X XX X λ λ λ λ
λ λ

α β
α β

+
=

+

( ) ( )2 2'
1 1

1 1

1 [ (0) (0) ],X Xλ λα β
α β

= +
+

( )2' '

00

2

0

( ) ( )
.

( )

l l

l

X x dx X X x

X x dx

λ λ λ

λ

λ
−

= ∫
∫

(12)



类似可得

( ) ( )2 2' '
2 2

2 2

1( ) ( ) [ ( ) ( ) ],X l X l X l X lλ λ λ λα β
α β

= − +
+

'

0
( )

l
X X xλ λ− =

因此有：

( ) ( )2 2'
1 1

1 1

1 [ (0) (0) ]X Xλ λα β
α β

+
+

( ) ( )2 2'
2 2

2 2

1 [ ( ) ( ) ] 0,X l X lλ λα β
α β

+ + ≥
+

由(12)得 ；而 当且仅当(12)式的分子中二项全为零，于

是有：

0λ ≥ 0λ =

( )2'

0
( ) 0,

l
X x dxλ =∫

' ' '

0
( ) ( ) ( ) (0) (0)

l
X X x X l X l X Xλ λ λ λ λ λ− = − +

( ) ( )2 2'
1 1

1 1

1 [ (0) (0) ]X Xλ λα β
α β

= +
+

( ) ( )2 2'
2 2

2 2

1 [ ( ) ( ) ] 0,X l X lλ λα β
α β

+ + =
+



由 的连续性得它们成立当且仅当' ( )X xλ

1 2 0.β β= =

' ( ) 0, 0 ,X x x lλ = ≤ ≤ (13)

( ) ( )2 2
1 2

1 1 2 2

(0) ( )
0,

X X lλ λβ β
α β α β

+ =
+ +

(14)

(13)成立当且仅当 为常数，又由 为特征函数知，(14)成
立当且仅当

( )X xλ ( )X xλ

(III)设 为对应于特征值 的特征函数，用
分别乘(*)中方程两端并在 上积分，由分部积分得：

( ), ( )X x X xλ μ ,λ μ
[0, ]l

( ), ( )X x X xλ μ

' ' '

0 0 0
( ) ( ) ( ) ( ) 0,

l ll
X X x X X x dx X x X x dxμ λ λ μ λ μλ− + =∫ ∫

' ' '

0 0 0
( ) ( ) ( ) ( ) 0.

l ll
X X x X X x dx X x X x dxλ μ λ μ λ μμ− + =∫ ∫

两式相减得

' '

0 00
( ) ( ) ( ) ( ) ( ) .

l l l
X x X x dx X X x X X xλ μ λ μ μ λλ μ− = −∫

' '( ) ( ) ( ).J x X X x X X xλ μ μ λ= −

( ) (0).J l J= −
其中



由(*)中的边界条件可得 满足(0), (0)X Xλ μ

'
1 1(0) (0) 0,X Xλ λα β− + =

'
1 1(0) (0) 0.X Xμ μα β− + =

由齐次线性方程理论得：

'

'

(0) (0)
0

(0) (0)
X X
X X

λ λ

μ μ

= ' '(0) (0) (0) (0)X X X Xλ μ μ λ= −

(0).J= −
类似有 ( ) 0.J l =

因此得

0
( ) ( ) ( ) 0,

l
X x X x dxλ μλ μ− =∫

0
( ) ( ) 0.

l
X x X x dxλ μ =∫即



五、解的验证

定理4.2 若 以及 在定解区

域的角点 适合相容性条件：

3 2( ) [0, ], ( ) [0, ],x C l x C lϕ ψ∈ ∈ ( ), ( )x xϕ ψ
(0,0), ( , 0)l

(0) ( ) "(0) "( ) 0,l lϕ ϕ ϕ ϕ= = = =
(0) ( ) 0,lψ ψ= =

则由(11)给出的函数 确实是混合问题(1)-(5)的属于 的解。
2 ( )C Q( , )u x t

相容性条件
在 连续得：(0,0)

0 0
(0,0) lim ( ,0) lim ( ) (0)

x x
u u x xϕ ϕ

→ →
= = =

0
lim (0, ) 0,
t

u t
→

= =

在 一阶导数连续得：(0,0)

0 0
(0,0) lim ( ,0) lim ( ) (0)t tx x

u u x xψ ψ
→ →

= = =

0
lim (0, ) 0,tt

u t
→

= =
在 二阶导数连续得：(0,0)

2 2

0 0 0
(0,0) lim ( , 0) lim ( ,0) lim "( ) "(0)tt tt xxx x x

u u x a u x a xϕ ϕ
→ → →

= = = =

0
lim (0, ) 0,ttt

u t
→

= =
在 点也有类似结果。( , 0)l

x

t

lo

2 2
2

2 2 0u ua
t x

∂ ∂
− =

∂ ∂0u= 0u=

u ϕ= tu ψ=



证明：本定理需要证明二方面，首先是证明函数具有连续的二阶导数，
其次证明函数满足偏微分方程及边界条件、初始条件。

其中关键是证明函数具有连续的二阶导数，由函数的级数表示
形式知，此步骤最重要的是证明导数与级数求和的可交换性，

因此，我们只讨论函数的二阶导数与级数求和的可交换问题。

我们考虑级数的系数：

0

2 ( )sin
l

n
nA x xdx

an l
πψ

π
= ∫

2 2 2 2 0
0

2 2( )cos '( ) cos
l

ll n l nx x x xdx
an l an l

π πψ ψ
π π

= − + ∫
2 2

3 3 3 3 0
0

2 2'( )sin "( )sin
l

ll n l nx x x xdx
an l an l

π πψ ψ
π π

= − ∫
2

3 3 0

2 "( )sin
ll nx xdx

an l
πψ

π
= − ∫

3

3 3 ,n
l a

an π
= −



0

2 ( )sin ,
l

n
nB x xdx

l l
πϕ= ∫

其中

2

3 3 0

2 '"( ) cos
ll nx xdx

n l
πϕ

π
= − ∫

0

2 "( )sin .
l

n
na x xdx

l l
πψ= ∫

0
0

2 2( )cos '( ) cos
l

ln nx x x xdx
n l an l

π πϕ ϕ
π π

= − + ∫

2 2 2 2 0
0

2 2'( )sin "( )sin
l

ll n l nx x x xdx
n l n l

π πϕ ϕ
π π

= − ∫
2 2

3 3 3 3 0
0

2 2"( ) cos "'( ) cos
l

ll n l nx x x xdx
n l n l

π πϕ ϕ
π π

= − ∫
3

3 3 ,n
l b

n π
= −

0

2 "'( ) cos .
l

n
nb x xdx

l l
πϕ= ∫

其中



由以上计算我们可得 在 上
有估计：

( , )nu x t { }( , ) 0 , 0Q x t x l t T= ≤ ≤ ≤ ≤

( , )n n nu x t A B≤ +
3

1 ,O
n

⎛ ⎞= ⎜ ⎟
⎝ ⎠

( )( 1)( , )n n n
n aDu x t A B

l
π +

≤ +
2

1 ,O
n

⎛ ⎞= ⎜ ⎟
⎝ ⎠

( )
2

2 ( 1)( , )n n n
n aD u x t A B

l
π +⎛ ⎞≤ +⎜ ⎟

⎝ ⎠
2 3 3

3 3 3 3

( 1)
n n

n a l la b
l an n

π
π π

⎛ ⎞+⎛ ⎞= +⎜ ⎟⎜ ⎟
⎝ ⎠ ⎝ ⎠

( 1) n n
l la a b

an nπ π
⎛ ⎞

= + +⎜ ⎟
⎝ ⎠

22 2 2
2 2

2 2

( 1) ( 1) 12 .n n
l a aa b

a nπ
+ + ⎛ ⎞≤ + + ⎜ ⎟

⎝ ⎠



1

( , ),n
n

u x t
∞

=
∑

由Weierstrass判别法知

1

( , ),n
n

u x t
x

∞

=

∂
∂∑

1

( , ),n
n

u x t
t

∞

=

∂
∂∑

2

2
1

( , ),n
n

u x t
x

∞

=

∂
∂∑

在 上绝对一致收敛。Q
又由于 连续，由Fourier级数性质知："'( ), "( )x xϕ ψ

2

1

,n
n

a
∞

=
∑ 2

1
n

n

b
∞

=
∑

在 上绝对一致收敛。又由Weierstrass判别法知Q
2

2
1

( , ),n
n

u x t
t

∞

=

∂
∂∑

在 上绝对一致收敛。从而 关于 的二阶导数可与级数

求和交换。

Q ( , )u x t ,x t



六、非齐次问题处理法

1.带非齐次边界条件问题

方法：边界条件齐次化

对于问题：

作函数变换

其中 是关于 的次数不超过二次的多项式。1 2( ), ( )P x P x x
满足齐次边界条件，即：( , )v x t

2 2
2

2 2 0, 0 , 0,u ua x l t
t x

∂ ∂
− = < < >

∂ ∂
( ,0) ( ), 0 ,u x x x lϕ= ≤ ≤
( ,0) ( ), 0 ,tu x x x lψ= ≤ ≤

1 1 2(0, ) (0, ) ( ), 0,xu t u t g t tα β− + = ≥
2 2 2( , ) ( , ) ( ), 0.xu l t u l t g t tα β+ = ≥

(15)
(16)

1 1(0, ) (0, ) 0, 0,xv t v t tα β− + = ≥ (18)

2 2( , ) ( , ) 0, 0.xv l t v l t tα β+ = ≥ (19)

1 1 2 2( , ) ( , ) ( ) ( ) ( ) ( ),v x t u x t P x g t P x g t= + + (17)



2.非齐次方程情形

将(17)代入(18)(19)并利用(15)(16)，根据 的多项式假设，
可用待定系数法确定 的系数，从而确定函数变换(17).

1 2( ), ( )P x P x
1 2( ), ( )P x P x

于是问题转化为以下形式的带齐次边界条件的非齐次方程定解问题。

Step1.将 代入方程(20)对应的齐次方程及边界条

件，得特征问题。

( , ) ( ) ( )v x t X x T t

Step3. 特解展开，将问题中所有的已知、未知函数用特征函数展开。

=
步骤：

Step2. 解特征问题，求出所有特征值和特征函数 , ( ).n nX xλ

2 2
2

2 2 ( , ), 0 , 0,v va f x t x l t
t x
∂ ∂

− = < < >
∂ ∂

( ,0) ( ), 0 ,v x x x lϕ= ≤ ≤
( ,0) ( ), 0 ,tv x x x lψ= ≤ ≤

1 1(0, ) (0, ) 0, 0,xv t v t tα β− + = ≥
2 2( , ) ( , ) 0, 0.xv l t v l t tα β+ = ≥

(20)

(21)

(22)

(23)

(24)

取法：1 2( ), ( )P x P x
1 2

1 2

, 0,
( )

( ), 0.
i i

i
i i

a x b
P x

x a x b
β β
β β

+ + >⎧
= ⎨ + = =⎩



1
( , ) ( ) ( ),n n

n
f x t X x f t

∞

=

=∑

1
( ) ( ),n n

n
x X xϕ ϕ

∞

=

=∑
1

( ) ( ),n n
n

x X xψ ψ
∞

=

=∑

1
( , ) ( ) ( ),n n

n
v x t X x T t

∞

=

=∑

其中

0

2

0

( , ) ( )
( ) ,

( )

l

n
n l

n

f x t X x dx
f t

X x dx
= ∫

∫

0

2

0

( ) ( )
,

( )

l

n
n l

n

x X x dx

X x dx

ϕ
ϕ = ∫

∫
0

2

0

( ) ( )
.

( )

l

n
n l

n

x X x dx

X x dx

ψ
ψ = ∫

∫
将它们代入(20)(21)(22)即得 所满足的常微分方程定解问题。( )nT t

Step4. 求解 即得问题(20)-(24)之解，从而由(17)得原问题之解。( )nT t



分离变量法求解步骤总结：

Step1.边界条件齐次化。

Step2.将 代入方程(20)对应的齐次方程及边界条

件，导出相应的特征问题。

( , ) ( ) ( )v x t X x T t=

Step3. 解特征问题，求出所有特征值和特征函数 , ( ).n nX xλ

作函数变换

1 1 2 2( , ) ( , ) ( ) ( ) ( ) ( ),v x t u x t P x g t P x g t= + +

满足齐次边界条件。( , )v x t
( )  (i=1,2)iP x其中 适当选取，使( )  (i=1,2)iP x

Step5. 求解 即得问题(20)-(24)之解，从而由(17)得原问题之解。( )nT t

Step4. 按特征函数系展开：将问题中所有的已知、未知函数用特征函
数展开。代入方程及初始条件建立 所满足的常微分方程定解问

题。
( )nT t



例1， 求解下述混合问题：

2 0,                 0 ,  0,tt xxu a u x l t− = < < >
( ,0) ( 2 ) , 0 ,u x x x l x x l= − − ≤ ≤

( ,0) 0,                 0 ,tu x x l= ≤ ≤
(0, ) 0,                   0,u t t= ≥

( , ) 1,                   0.xu l t t= − ≥



x

t

lo

2 2
2

2 2 0u ua
t x

∂ ∂
− =

∂ ∂0u = 1xu =−

( 2 ) ,u x x l x= − − 0tu =

第一步：边界条件齐次化。 令 ( , ) ( , ) ( , ),v x t u x t P x t= +

要求 (0, ) 0, ( , ) 0, 0.xv t v l t t= = >　 　



即：
(0, ) 0 (0, ) 0,v t P t= + =
( , ) 1 ( , ) 0.x xv l t P l t= − + ={

可取： ( , ) ,P x t x=

所以， ( , ) ( , ) ,v x t u x t x= + 满足：

2 0,            0 ,  0,tt xxv a v x l t− = < < >
( ,0) ( 2 ), 0 ,v x x x l x l= − ≤ ≤
( ,0) 0,            0 ,tv x x l= ≤ ≤

(0, ) 0,             0,v t t= ≥

( , ) 0,             0.xv l t t= ≥



第二步：导出特征问题。

令 ( , ) ( ) ( ),v x t T t X x= 代入相应的齐次方程：
2 0,tt xxv a v− =

2( ) ( ) ( ) ( ) 0,T t X x a T t X x′′ ′′得： − =

写成：
2

( ) ( )
( )( )

,T t X x
X xa T t

λ′′ ′′= = −

即
( ) ( ) 0, 0X x X x x lλ′′ + = ≤ ≤　　

再由边界条件 (0, ) ( , ) 0xv t v l t= = 不恒等于零，得：( )T t及

(0) ( ) 0.X X l′= =



第三步：求解特征问题：

( ) ( ) 0, 0X x X x x lλ′′ + = ≤ ≤　　 (1)
(0) ( ) 0.X X l′= = (2){

(1)的通解为：0,λ < 1 2exp( ) exp( ),X C x C xλ λ= − + − −①，

没有满足(2)的非零解。

(1)的通解为：0,λ = 1 2,X C x C= +②，

也没有满足(2)的非零解。

(1)的通解为：0,λ >

1 cos 0,C lλ =

③，

再由(2)得：
2 0,C = 所以，

2
22 1 ,

2n
n

l
λ λ π+⎛ ⎞= = ⎜ ⎟

⎝ ⎠
1 1

2 1sin ,   0,  0,1,...
2n
nX C x C n

l
π+⎛ ⎞= ≠ =⎜ ⎟

⎝ ⎠

1 2sin cos ,X C x C xλ λ= +



取 2 1sin ,   0,1,...
2n
nX x n

l
π+⎛ ⎞= =⎜ ⎟

⎝ ⎠

0

2 1( )sin
2n

n

nT t x
l

π
∞

=

+⎛ ⎞= ⎜ ⎟
⎝ ⎠

∑ .

0 0
( , ) ( , ) ( ) ( )n n n

n n
v x t v x t T t X x

∞ ∞

= =
= =∑ ∑　

第四步：令

由：

要用非齐次项和初始条件求出 ( )nT t 　

2 0,tt xxv a v− =
0

( ) ( )tt n n
n

v T t X x
∞

=

′′= ∑　

0 0
( ) ( ) ( ) ( )xx n n n n n

n n
v T t X x T t X xλ

∞ ∞

= =

′′= = −∑ ∑　



2 2

0
( ) ( ) ( ) 0,n n n n

n
tt xxv a v T t a T t X xλ

∞

=

⎡ ⎤′′− = + =
⎣ ⎦∑

所以：

从面得 ( )nT t 满足的方程：

2( ) ( ) 0,  0,   0,1...n n nT t a T t t nλ′′ + = > =

（注意：若 v 非齐次方程
2 ,tt xxv a v f− = 则也要将 f

按 { }( )nX x 展开，此时 ( )nT t 与 f 有关。）

下面求 ( )nT t 满足的初始条件。



0
( 2 ) ( ,0) (0) ( ),n n

n
x x l v x T X x

∞

=
− = = ∑　

0
( 2 ) ( ),n n

n
x x l c X x

∞

=
− = ∑　

所以， (0) 0,   0,1...nT n′ = =

又，

0

2

0

( 2 ) ( )

( )

l

l

n
n

n

x x l X x dx
c

X x dx

−
= ∫

∫
0

2

0

2 1

2
2 1

2

( 2 )sin

sin

l

l

n
x

l
n

x
l

x x l dx

dx

π

π

+

+

⎛ ⎞− ⎜ ⎟
⎝ ⎠=

⎛ ⎞
⎜ ⎟
⎝ ⎠

∫

∫

0
0 ( ,0) (0) ( ),t n n

n
v x T X x

∞

=

′= = ∑　

而，



( )
0

(0) ( ) 0.n n n
n

T c X x
∞

=
− =∑所以，

于是， (0) , 0,1,2,....n nT c n= =　　

从而， ( )  ( 0,1,...)nT t n = 是下述常微分方程初值问题的解：

2( ) ( ) 0,   0,n n nT t a T t tλ′′ + = >

(0) ,   n nT c= (0) 0.nT ′ =
{

解出得： ( )( )  cosn n nT t c at λ=

(2 1)cos ,    ( 0,1,...)
2n

n a tc n
l

π+⎡ ⎤= =⎢ ⎥⎣ ⎦



下面计算

2

0

2 1

2
sin , 0,1, 2,...

2
l n

x
l

ldx nπ
+⎛ ⎞ = =⎜ ⎟

⎝ ⎠∫ 　　

0

2 1

2

2 ( 2 )sin
l n

x
l

x x l dx
l

π
+⎛ ⎞= − ⎜ ⎟

⎝ ⎠∫

nc =

nc

0

2

0

2 1

2
2 1

2

( 2 )sin

sin

l

l

n
x

l
n

x
l

x x l dx

dx

π

π

+

+

⎛ ⎞− ⎜ ⎟
⎝ ⎠

⎛ ⎞
⎜ ⎟
⎝ ⎠

∫

∫
......=

5 2

3 3

2 ,         0,1, 2....)
(2 1)

l n
n π

= =
+

　 (



( )nT t =
(2 1) cos

2n
n a tc

l
π+⎡ ⎤

⎢ ⎥⎣ ⎦
5 2

3 3

2 (2 1)cos
(2 1) 2

l n a t
n l

π
π

+⎡ ⎤= ⎢ ⎥+ ⎣ ⎦

5 2

3 3
0

2 (2 1) (2 1)cos sin
(2 1) 2 2n

l n a t n x
n l l

π π
π

∞

=

+ +⎡ ⎤ ⎡ ⎤= ⎢ ⎥ ⎢ ⎥+ ⎣ ⎦ ⎣ ⎦
∑ .　

0
( , ) ( ) ( )n n

n
v x t T t X x

∞

=
= ∑　于是，

原问题的解为：
5 2

3 3
0

2 (2 1) (2 1)( , ) cos sin
(2 1) 2 2n

l n a t n xu x t x
n l l

π π
π

∞

=

+ +⎡ ⎤ ⎡ ⎤= − + ⎢ ⎥ ⎢ ⎥+ ⎣ ⎦ ⎣ ⎦
∑ .　



可以证明：上面所得到的解

{ }( )2 1( , ) \ (0,0) ( ),  u x t C Q C Q= ∩

[0, ] [0, ).Q l= × ∞

xxu 和 ttu 在角点 (0,0) 

不连续，这是因为在该点

二阶的相容性条件不成立。

x

t

lo

2 2
2

2 2 0u ua
t x

∂ ∂
− =

∂ ∂0u = 1xu =−

( 2 ) ,u x x l x= − − 0tu =



作 业

• Page 114,  26 (3).



例2， 求解下述热传导方程的混合问题：

0,          0 1,  0,t xxu u x t− = < < >
( ,0) 0,           0 1,u x x= ≤ ≤

(0, ) 0,           0,u t t= ≥
(1, ) ,           0.u t t t= ≥

x

t

1o

2

2 0u u
t x

∂ ∂
− =

∂ ∂0u = u t=

0u =

注：在右下角点相容性条件

0 1
lim (1, ) lim ( ,0)xxt xtu t u x
→ + → −

=

因此 ( , )tu x t 与 ( , )xxu x t

在点 (1,0) 必不连续。



第一步：边界条件齐次化。 令 ( , ) ( , ) ( , ),v x t u x t P x t= +

要求 (0, ) 0, (1, ) 0, 0.v t v t t= = >　 　

即：
(0, ) 0 (0, ) 0,v t P t= + =
(1, ) (1, ) 0.v t t P t= + ={

可取： ( , ) ,P x t xt= −

所以， ( , ) ( , ) ,v x t u x t xt= − 满足：

,        0 1,  0,t xxv v x x t− = − < < >
( ,0) 0,           0 1,v x x= ≤ ≤

(0, ) 0,           0,v t t= ≥
(1, ) 0,           0.v t t= ≥



第二步：导出特征问题。

令 ( , ) ( ) ( ),v x t T t X x= 代入相应的齐次方程： 0,t xxv v− =

得： ( ) ( ) ( ) ( ) 0,T t X x T t X x′ ′′− =

写成： ( ) ( )
( ) ( ) ,T t X x

T t X x λ′ ′′= = −

即
( ) ( ) 0, 0 1X x X x xλ′′ + = ≤ ≤　　

再由边界条件 (0, ) (1, ) 0v t v t= = 不恒等于零，得：( )T t及

(0) (1) 0.X X= =



第三步：求解特征问题：

( ) ( ) 0, 0 1X x X x xλ′′ + = ≤ ≤　　

(0) (1) 0.X X= ={
由以前的结果，我们知：

2 2,n nλ π=

( )sin ,    1,2,...nX n x nπ= =

( )
1 1

( , ) ( ) ( ) ( )sin ,   n n n
n n

v x t T t X x T t n xπ

特征值为：

特征函数：

1,2,...n =

所以：
∞ ∞

= =
= =∑ ∑



第四步：求 ( )  (n=1,2,...)nT t 　

由方程

1
( ) ( ) ( ) ( )n n n n

n
t xxx v v T t X x T t X x

∞

=

⎡ ⎤′ ′′− = − = −
⎣ ⎦∑

1
( ) ( ) ( )n n n n

n
T t T t X xλ

∞

=

⎡ ⎤′= +
⎣ ⎦∑

1
( )n n

n
x c X x另一方面：

∞

=
− =∑

0

2

0

( )

( )

l

l

n
n

n

xX x dx
c

X x dx

−
= ∫
∫

0

2

0

sin

sin

l

l

x n xdx

n xdx

π

π
= − ∫

∫ 0
2 sin

l
x n xdxπ= − ∫



经过简单计算，得：

2( 1) , 1, 2,...n
nc n

nπ
= − =　　

而由

1
( ) ( ) ( )n n n n

n
T t T t X xλ

∞

=

⎡ ⎤′ +
⎣ ⎦∑

1
( )n n

n
x c X x

∞

=
= − =∑

得： ( ) ( ) ,    0,   1,2,...n n n nT t T t c t nλ′ + = > =

再由

1
0 ( ,0) (0) ( ),   n n

n
v x T X x

∞

=
= =∑

故 (0) 0,         1,2,...nT n= =



于是：

2 2 2( ) ( ) ( 1) ,    0,  n
n nT t n T t t

n
π

π
′ + = − >

(0) 0,         1,2,...nT n= ={
解得

2 2
3 3

2( ) ( 1) 1 exp( ) ,    0,   1,2,...n
nT t n t t n

n
π

π
⎡ ⎤= − − − ≥ =⎣ ⎦

( )2 2
3 3

1

2( , ) ( 1) 1 exp( ) sin ,   n

n
v x t n t n x

n
π π

π

∞

=
⎡ ⎤= − − −⎣ ⎦∑

从而

原问题的解为：

( )2 2
3 3

1

2( , ) ( 1) 1 exp( ) sin .  n

n
u x t xt n t n x

n
π π

π

∞

=
⎡ ⎤= + − − −⎣ ⎦∑



1

例2， 求解下述位势方程的边值问题：

0,          0 1,  0 1,xx yyu u x y+ = < < < <

(0, ) (1, ) 0,           0 1,u y u y y= = ≤ ≤

( ,0) ( ),   ( ,1) 0,        0 1.u x f x u x x= = ≤ ≤

x

y

1o

2 2

2 2 0u u
x y
∂ ∂

+ =
∂ ∂

0u = 0u=

u f=

0u =
解：

注意到边界条件中，

左右边界的边界条件是

齐次的，我们可用它来

导出特征问题。



第一步：导出特征问题。

令 ( , ) ( ) ( ),u x y Y y X x= 代入相应的齐次方程： 0,xx yyu u+ =

( ) ( ) ( ) ( ) 0,Y y X x Y y X x得： ′′ ′′+ =

写成： ( ) ( )
( ) ( ) ,Y y X x

Y y X x λ′′ ′′
−= =

即
( ) ( ) 0, 0 1X x X x xλ′′ + = ≤ ≤　　

再由边界条件 (0, ) (1, ) 0u y u y= = 不恒等于零，得：( )Y y及

(0) (1) 0.X X= =



第二步：求解特征问题：

( ) ( ) 0, 0 1X x X x xλ′′ + = ≤ ≤　　

(0) (1) 0.X X= ={
由以前的结果，我们知：

2 2,n nλ π=

( )sin ,    1,2,...nX n x nπ= =

( )
1 1

( , ) ( ) ( ) ( )sin ,   n n n
n n

u x

特征值为：

特征函数：

1,2,...n =

所以： y Y y X x Y y n xπ
∞ ∞

= =
= =∑ ∑



第三步：求 ( )  (n=1,2,...)nY y 　

由方程

1
0 ( ) ( ) ( ) ( )n n n n

n
xx yyu u Y y X x Y y X x

∞

=

⎡ ⎤′′ ′′= + = +
⎣ ⎦∑

1
( ) ( ) ( )n n n n

n
Y y Y y X xλ

∞

=

⎡ ⎤′′= −
⎣ ⎦∑

所以： ( ) ( ) 0,    0 1.n n nY y Y y yλ′′ − = ≤ ≤

即 2 2( ) ( ) 0,    0 1,      1,2,...n nY y n Y y y nπ′′ − = ≤ ≤ =



1

0
1 2

0

( ) ( )

( )

n
n

n

f x X x dx
f

X x dx
= ∫

∫

1

0
1 2

0

( )sin

sin

f x n xdx

n xdx

π

π
= ∫

∫
1

0
2 ( )sin ,    1, 2,...f x n xdx nπ= =∫

由
1

( ) ( ,0) (0) ( ),  n n
n

f x u x Y X x
∞

=
= =∑

1
( ) ( ),  n n

n
以及 f x f X x

∞

=
=∑

其中，

得， (0) ,      1,2,...n nY f n= =

又由
1

0 ( ,1) (1) ( ),  n n
n

u x Y X x
∞

=
= =∑ 得 (1) 0,   1,2,...  nY n= =



所以，对

(0) ,n nY f=

2 2( ) ( ) 0,    0 1,n nY y n Y y yπ′′ − = ≤ ≤

1,2,...n =

(1) 0.nY ={
上述常微分方程的边值问题有唯一解：

(1 ) (1 )
( ) ,     1,2,...

n y n y

n n n n
e eY y f n

e e

π π

π π

− − −

−
−

= =
−

于是，方程的解为：

( )
(1 ) (1 )

1
( , ) sin .

n y n y

n n n
n

e eu x y f n x
e e

π π

π π π
− − −∞

−
=

−
=

−∑



作 业

• Page 176,  9  (1),  (6)。



1 1
( , ) ( , ) sin sin cos ,n n n

n n

n an anu x t u x t x A t B t
l l l
π π π∞ ∞

= =

⎛ ⎞= = +⎜ ⎟
⎝ ⎠

∑ ∑ (6)

以两端固定的一维弦振动方程的定解问题为例加以说明。对于定解问题：

§4.2 物理意义，驻波法与共振

一、分离变量法的物理意义

2 2
2

2 2 0, 0 , 0,u ua x l t
t x

∂ ∂
− = < < >

∂ ∂
(1)

( ,0) ( ), 0 ,u x x x lϕ= ≤ ≤
( ,0) ( ), 0 ,tu x x x lψ= ≤ ≤

(2)

(3)
(0, ) 0, 0,u t t= ≥
( , ) 0, 0.u l t t= ≥

(4)

(5)
其形式解为：

0

2 ( )sin ,
l

n
nB x xdx

l l
πϕ= ∫

0

2 ( )sin .
l

n
nA x xdx

an l
πψ

π
= ∫

其中：



由于 可表为：( , )nu x t

( , ) sin sin cosn n n
n an anu x t x A t B t
l l l
π π π⎛ ⎞= +⎜ ⎟

⎝ ⎠

sin sinn n
n anN x t
l l
π π α⎛ ⎞= +⎜ ⎟

⎝ ⎠
其中：

2 2 ,n n nN A B= + arctan .n
n

n

B
A

α =

( , ) sin sin .n n n
n anu x t N x t
l l
π π α⎛ ⎞= +⎜ ⎟

⎝ ⎠

10, , 5, 1,
/ 4.

n

n

N l n aπ
α π

= = = =
=



0

10, , 5, 1,
/ 4, 2.

n

n

N l n a
x
π

α π
= = = =
= =

0 0( , ) sin sin .n n n
n anu x t N x t
l l
π π α⎛ ⎞= +⎜ ⎟

⎝ ⎠

0sin ,n
nN x
l
π

频率为

,n
ana

l
πω λ= =

初位相为 .nα

1、当 固定时，振动元素 它描述的是 这一点所作的运

动为简谐振动，其振幅为
0x 0( , )nu x t 0x

（一）驻波



2、当 固定时，振动元素 它描述的是 这一时刻弦的形

状。其特点是
t 0( , )nu x t 0t

①在 时，弦上对应点保持不动，振幅为0。
( 1)2 30, , , , , ,n ll l l

n n n nx l−=
②在 时，弦上对应点保持振幅最大 。

(2 1)3 5
2 2 2 20, , , , , n ll l l

n n n nx −=
nN±

物理上，将具有1、2特点的弦的运动称为驻波。因此，在物理上也把分

离变量法称为驻波法。



（二）弦乐演奏原理

弦乐发出声音的主要原理是弦的振动引起乐器共鸣箱的共鸣，从而发出
声音。弦振动的频率大小对应着声音音调的高低，弦振动的振幅大小对
应着声音的大小。

0

2 ( )sin
l

n
nA x xdx

an l
πψ

π
= ∫

3

3 3 ,n
l a

an π
= −

0

2 ( )sin
l

n
nB x xdx

l l
πϕ= ∫

3

3 3 ,n
l b

n π
= −

0

2 "'( ) cos
l

n
nb x xdx

l l
πϕ= ∫

其中

其中

0

2 "( )sin
l

n
na x xdx

l l
πψ= ∫ 0, ( ).n→ →∞

0, ( ).n→ →∞

根据弦乐结构，其弦的运动为两端固定的波动问题，因此，当拨动弦引
起弦振动时，弦的位移满足(1)-(5)，其解形为(6)，且由上节讨论我们可

以得到



2 2
3

1 , 1, 2, .n n nN A B O n
n

⎛ ⎞= + = =⎜ ⎟
⎝ ⎠

将波动分解成驻波叠加，各驻波的振幅为

由于

3
2

1 1 ,
4n n

∞

=

<∑
因此，第一驻波的振幅比其余驻波叠加的振幅的四倍还要大，从而，
第一驻波所引发的声音也比其余驻波合起来所发出的声音大几倍，于
是，我们实际听到的主要声音是第一驻波所发出的声音，这一声音是
乐器的基音，它决定了乐器的主音调，其频率为：

1 ,a T
l l
π πω

ρ
= =

其中 为张力， 为密度，乐器的音调可用弦的张力、密度及弦长来

控制，弦拉得紧或弦长缩短音调随之升高，较粗弦则发出较低声音。

T ρ

其余驻波合起来所发出的声音为泛音，它们构成了乐器的音色。



二、共振现象

对于两端固定处于静止状态的弦施加周期性外力时，弦的位移满足：

2 2
2

2 2 ( )sin , 0 , 0,u ua A x t x l t
t x

ω∂ ∂
− = < < >

∂ ∂
( ,0) 0, 0 ,u x x l

(1)

= ≤ ≤
( ,0) 0, 0 ,tu x x l= ≤ ≤

(2)

(3)
(0, ) 0, 0,u t t= ≥
( , ) 0, 0.u l t t= ≥

(4)

(5)

用分离变量法求其解得：

当 时，, 1, 2,n
an n

l
πω ω≠ = =

0
1

( , ) sin sin sin ( )
tn

n

la n anu x t x t d
an l l

π πωτ τ τ
π

∞

=

= −∑ ∫

2 2
1

( sin sin )sin
( )

n
n n

n n n

a nt t x
l
πω ω ω ω

ω ω ω

∞

=

= −
−∑



k
ak

l
πω ω= =当 时

2 2
1

( , ) ( sin sin )sin
( )

n
n n

n n n
n k

a nu x t t t x
l
πω ω ω ω

ω ω ω

∞

=
≠

= −
−∑

sin cos sin
2 2

k k
k k

k k

a a kt t t x
l
πω ω

ω ω
⎛ ⎞

+ −⎜ ⎟
⎝ ⎠

其中
0

2 ( )sin .
l

n
na A x xdx

l l
π

= ∫ 当 ，且
1( ) [0, ]A x C l∈

(0) ( ) 0A A l= = 时，上述形式解确实为问题的解。其振幅

2 2
1

( ),
| |

n
n

n n n

aN ω ω
ω ω ω

∞

=

≤ +
−∑

为有界，不随时间变化。



在一些特定的时间段振幅会越来越大，这就是共振。

当 充分大时有t

2 2
1

cos | sin | ( ),
2 2 | |

k k n
k k n

nk k n n
n k

a a aN t t tω ω ω ω
ω ω ω ω ω

∞

=
≠

≥ − − +
−∑

  ( 1, 2,...)n nω = —— 物体的固有频率；

ω —— 外力的频率。

共振现象 —— 当外力的频率等于物体的固有频率时，物体的振幅随
时间增加而趋于无穷。

共振的利用 —— 乐器的共鸣箱、收音机选台等等。

共振的避免 —— 建筑等等。



为研究波动方程混合问题解的唯一性和稳定性，本节我们将对一维波动
方程混合问题建立能量不等式。

一、记号

4.3 能量不等式

x

t

τ
{ }( , ) 0 , 0 ,Q x t x l tτ τ= < < < ≤ Qτ

lo2 2
2

2 2 ( , ), ( , ) ,T
u uu a f x t x t Q

t x
∂ ∂

= − = ∈
∂ ∂

,

( ,0) ( ), 0 ,u x x x lϕ= ≤ ≤

( ,0) ( ), 0 ,tu x x x lψ= ≤ ≤ (1)

(0, ) ( , ) 0, 0 .u t u l t t T= = ≤ ≤

本节讨论 上的混合问题：TQ

T
对于任意的 ，及 记：0 ,Tτ≤ ≤0T ≥

注意：在上边界不能施加条件！！



二、能量不等式

定理4.3 设 为定解问题(1)的解, 则存在只依赖
于 的常数 ，使得：

1 2( ) ( )T Tu C Q C Q∈ ∩
T M

2 2 2 2 2 2

0 0
( , ) ( , ) ( ) ( )

l l

t x xu x a u x dx M x a x dxτ τ ψ ϕ⎡⎡ ⎤ ⎡ ⎤+ ≤ +⎣ ⎦ ⎣ ⎦⎢⎣∫ ∫
2 ( , )

Q
f x t dxdt

τ

⎤+ ⎥⎦∫∫
2 2 2 2 2 2

0
( , ) ( , ) ( ) ( )

l

t x xQ
u x t a u x t dxdt M x a x dx

τ

ψ ϕ⎡⎡ ⎤ ⎡ ⎤+ ≤ +⎣ ⎦ ⎣ ⎦⎢⎣∫∫ ∫
2 ( , )

Q
f x t dxdt

τ

⎤+ ⎥⎦∫∫
其中 且在第一个不等式中，当 时， 不
等式成为等式。

0 ,Tτ≤ ≤ 0f = 1,M =

本定理的证明与§2.4 中定理2.3中的能量不等式证明类似。



证明： Step1 方程两边同乘以 ，并且在 上积分得：
u
t

∂
∂

Qτ

2 2
2

2 2 ( , ) ,
Q Q

u u u ua dxdt f x t dxdt
t x t tτ τ

⎛ ⎞∂ ∂ ∂ ∂
− =⎜ ⎟∂ ∂ ∂ ∂⎝ ⎠

∫∫ ∫∫
Step2 应用Green公式计算左式积分

2

0 0

1
2

l u dtdx
t t

τ ∂ ∂⎛ ⎞= ⎜ ⎟∂ ∂⎝ ⎠∫ ∫
2

2Q

u u dxdt
t tτ

∂ ∂
∂ ∂∫∫

2 2

0 0

1 1( , ) ( ,0)
2 2

l lu ux dx x dx
t t

τ∂ ∂⎛ ⎞ ⎛ ⎞= −⎜ ⎟ ⎜ ⎟∂ ∂⎝ ⎠ ⎝ ⎠∫ ∫
2

2

0 0

1 1( , ) ( )
2 2

l lu x dx x dx
t

τ ψ∂⎛ ⎞= −⎜ ⎟∂⎝ ⎠∫ ∫

(2)



2

20 0

l u u dxdt
x t

τ ∂ ∂
=

∂ ∂∫ ∫
2

2Q

u u dxdt
x tτ

∂ ∂
∂ ∂∫∫

2

0 0

l u u dxdt
x t x

τ ∂ ∂
= −

∂ ∂ ∂∫ ∫ 0
0

x l

x

u u dt
x t

τ
=

=

∂ ∂⎡ ⎤+ ⎢ ⎥∂ ∂⎣ ⎦∫

由边界条件 (0, ) ( , ) 0,u t u l t= = 得： (0, ) ( , ) 0,t tu t u l t= =

所以，
2

2Q

u u dxdt
x tτ

∂ ∂
∂ ∂∫∫

2

0 0

l u u dxdt
x t x

τ ∂ ∂
= −

∂ ∂ ∂∫ ∫

0 0

21
2

l u dxdt
t x

τ ∂ ∂⎛ ⎞= − ⎜ ⎟∂ ∂⎝ ⎠∫ ∫ 0 0

21
2

l u dtdx
t x

τ ∂ ∂⎛ ⎞= − ⎜ ⎟∂ ∂⎝ ⎠∫ ∫
2 2

0 0

1 1( , ) ( ,0)
2 2

l lu ux dx x dx
x x

τ∂ ∂⎛ ⎞ ⎛ ⎞= −⎜ ⎟ ⎜ ⎟∂ ∂⎝ ⎠ ⎝ ⎠∫ ∫



2

2Q

u u dxdt
x tτ

∂ ∂
∂ ∂∫∫

2
2

0 0

1 1( , ) ( )
2 2

l lu x dx x dx
x

τ ϕ∂⎛ ⎞= −⎜ ⎟∂⎝ ⎠∫ ∫

2 2
21

2 Q

u ua dxdt
t xτ

⎡ ⎤∂ ∂⎛ ⎞ ⎛ ⎞+⎢ ⎥⎜ ⎟ ⎜ ⎟∂ ∂⎝ ⎠ ⎝ ⎠⎢ ⎥⎣ ⎦
∫∫

( , ) ,
Q

u f x t dxdt
tτ

∂
+

∂∫∫

代入方程，得：

2 2 2

0

1 ( ) ( )
2

l

xx a x dxψ ϕ⎡ ⎤= +⎣ ⎦∫
2

2 2 2 2

0

1 ( , )
2

l

x Q

ua dx f x t dxdt
tτ

ψ ϕ
⎡ ⎤∂⎛ ⎞⎡ ⎤≤ + + +⎢ ⎥⎜ ⎟⎣ ⎦ ∂⎝ ⎠⎢ ⎥⎣ ⎦

∫ ∫∫



2 ( , )
Q

u f x t dxdt
tτ

∂
+

∂∫∫
2

2 2 2 2

0 0 0
( , )

l

x

l ua dx f x t dxdt
t

τ
ψ ϕ

⎡ ⎤∂⎛ ⎞⎡ ⎤≤ + + +⎢ ⎥⎜ ⎟⎣ ⎦ ∂⎝ ⎠⎢ ⎥⎣ ⎦
∫ ∫ ∫

2 2
2

0
( , ) ( , )

l u ux a x dx
t x

τ τ
⎡ ⎤∂ ∂⎛ ⎞ ⎛ ⎞+⎢ ⎥⎜ ⎟ ⎜ ⎟∂ ∂⎝ ⎠ ⎝ ⎠⎢ ⎥⎣ ⎦

∫
2 2 2

0 x

l
a dxψ ϕ⎡ ⎤≤ +⎣ ⎦∫

( ) ( ),F Gτ τ= +
其中

( )F τ

( )G τ
2 2

2

0 0
,

l u ua dx dt
t x

τ ⎧ ⎫⎡ ⎤∂ ∂⎪ ⎪⎛ ⎞ ⎛ ⎞= +⎢ ⎥⎨ ⎬⎜ ⎟ ⎜ ⎟∂ ∂⎝ ⎠ ⎝ ⎠⎢ ⎥⎪ ⎪⎣ ⎦⎩ ⎭
∫ ∫

2 2 2 2

0
( , ) ,

l

x Q
a dx f x t dxdt

τ

ψ ϕ⎡ ⎤= + +⎣ ⎦∫ ∫∫



因此有

'( )G τ
2 2

2

0
,

l

t

u ua dx
t x

τ=

⎡ ⎤∂ ∂⎛ ⎞ ⎛ ⎞= +⎢ ⎥⎜ ⎟ ⎜ ⎟∂ ∂⎝ ⎠ ⎝ ⎠⎢ ⎥⎣ ⎦
∫

从而不等式(2)可以表为：

'( ) ( ) ( ),G F Gτ τ τ≤ +

──Gronwall不等式。由Gronwall不等式解法，(3)两边同乘以 得：e

(3)

τ−

( ) ( ),d e G e F
d

τ ττ τ
τ

− −⎡ ⎤ ≤⎣ ⎦

0
( ) ( )se G e F s ds

ττ τ− −≤ ∫
在 积分得[0, ]τ

0
( ) ( )sG e F s ds

τ ττ −≤ ∫ 0
( )se F ds

τ τ τ−≤ ∫

0
( ) sF e ds

τ ττ −≤ ∫ ( )( ) 1 .F eττ≤ − (4)



结合(2)(3)(4)得：

'( ) ( ) ( )G F Gτ τ τ= ≤ +

( )( ) ( ) 1G F eττ τ≤ −
0( ) ( ),te F e Fτ τ τ≤ ≤

( )( ) ( ) 1F F eττ τ≤ + −
0( ) ( ),te F e Fτ τ τ≤ ≤

定理得证。

2 2
2

0

l

t

u ua dx
t x

τ=

⎡ ⎤∂ ∂⎛ ⎞ ⎛ ⎞+⎢ ⎥⎜ ⎟ ⎜ ⎟∂ ∂⎝ ⎠ ⎝ ⎠⎢ ⎥⎣ ⎦
∫



三、波动方程混合问题解的唯一性和稳定性

2 2
2

2 2 ( , ), ( , ) ,T
u uu a f x t x t Q

t x
∂ ∂

= − = ∈
∂ ∂

,

( ,0) ( ), ( ,0) ( ), 0 ,tu x x u x x x lϕ ψ= = ≤ ≤
(0, ) ( , ) 0, 0 .u t u l t t T= = ≤ ≤

(1)

定理 设 为定解问题(1)的解
1 2( ) ( )T Tu C Q C Q∈ ∩

则对于任意的 有以下估计[0, ],Tτ ∈

2 2 2 2 2
10 0

( , ) ( ) ( ) ( )
l l

xu x dx M x x a x dxτ ϕ ψ ϕ⎡ ⎡ ⎤≤ + +⎣ ⎦⎢⎣∫ ∫
2 ( , )

Q
f x t dxdt

τ

⎤+ ⎥⎦∫∫
2 2 2 2 2

1 0
( , ) ( ) ( ) ( )

l

xQ
u x t dxdt M x x a x dx

τ

ϕ ψ ϕ⎡ ⎡ ⎤≤ + +⎣ ⎦⎢⎣∫∫ ∫
2 ( , )

Q
f x t dxdt

τ

⎤+ ⎥⎦∫∫
其中

2
1 e .TM =



2 2

0
( , ) ( ,0)

l
u x u x dxτ⎡ ⎤−⎣ ⎦∫

证明： 对于任意的 0 ,Tτ≤ ≤ 由于

2

0 0
( , )

l
u x t dt dx

t
τ ∂⎡ ⎤= ⎢ ⎥∂⎣ ⎦∫ ∫

2 ( , ) ( , )
Q

u x t u x t dxdt
tτ

∂
≤

∂∫∫
2 2( , ) ( , )tQ

u x t u x t dxdt
τ

⎡ ⎤≤ +⎣ ⎦∫∫
由能量不等式(定理4.3)得：

2

0
( , )

l
u x dxτ∫ 2 2 2( , ) ( , ) ( ,0)tQ

u x t u x t u x dxdt
τ

⎡ ⎤≤ + −⎣ ⎦∫∫

2 ( , )
Q

u x t dxdt
τ

+∫∫

2 2 2 2 2

0
( ) ( ) ( ) ( , )

l

x Q
M x x a x dx f x t dxdt

τ

ϕ ψ ϕ ⎤⎡ ⎡ ⎤≤ + + +⎣ ⎦⎢ ⎥⎣ ⎦∫ ∫∫
2( ) ( , )

Q
MF u x t dxdt

τ

τ= + ∫∫
其中

( )F τ = 2 2 2 2 2

0
( ) ( ) ( ) ( , ) ,

l

x Q
x x a x dx f x t dxdt

τ

ϕ ψ ϕ⎡ ⎤+ + +⎣ ⎦∫ ∫∫
.TM e=

(4)



记 2( ) ( , )
Q

G u x t dxdt
τ

τ = ∫∫ 2

0 0
( , ) ,

l
u x t dx dt

τ ⎡ ⎤= ⎢ ⎥⎣ ⎦∫ ∫

'( )G τ
则有 2

0
( , ) ,

l
u x dxτ= ∫

于是得Gronwall不等式：

'( ) ( ) ( ),G MF Gτ τ τ≤ +

( ) ( ),d e G e MF
d

τ ττ τ
τ

− −⎡ ⎤ ≤⎣ ⎦

0
( ) ( )se G e MF s ds

ττ τ− −≤ ∫

0
( ) ( )sG M e F s ds

τ ττ −≤ ∫ 0
( ) sMF e ds

τ ττ −≤ ∫

类似于前面处理法可得：

积分得

( )( ) 1 .MF eττ≤ −
于是有

2 ( , ) ( )
Q

u x t dxdt G
τ

τ=∫∫ ( )( ) 1MF eττ≤ − ( )( ) 1 .TMF eτ≤ −



2

0
( , )

l
u x dxτ∫

( )( ) ( ) 1TMF MF eτ τ≤ + −

2( ) ( , )
Q

MF u x t dxdt
τ

τ≤ + ∫∫

2 ( ),Te F τ≤

2 ( , )
Q

u x t dxdt
τ

∫∫ ( ) 2( ) 1 ( ).T TMF e e Fτ τ≤ − ≤

本定理即表明问题(1)解的唯一性和稳定性。

则对于 满足1 2u u u= −

事实上，若有 为如下问题之解
1 2( ) ( ), ( 1, 2)i T Tu C Q C Q i∈ =∩

2 2
2

2 2 ( , ), ( , ) ,i i
i T

u uu a f x t x t Q
t x

∂ ∂
= − = ∈
∂ ∂

,

( ,0) ( ), ( ,0) ( ), 0 ,i i it iu x x u x x x lϕ ψ= = ≤ ≤
(0, ) ( , ) 0, 0 .i iu t u l t t T= = ≤ ≤



由定理知：

2 ( , )
Q

u x t dxdt
τ

∫∫ 2 ( )Te F τ≤

[ ] [ ]{ }2 22 2
1 2 1 20
( ) ( ) ( ) ( )

lT
x xe x x a x x dxϕ ϕ ϕ ϕ= − + −∫

2

22
1( , ) ( , ) .T

Q
e f x t f x t dxdt

τ

⎡ ⎤+ −⎣ ⎦∫∫

[ ]22
1 20
( ) ( )

lTe x x dxψ ψ+ −∫

2 2
2

1 22 2 ( , ) ( , ), ( , ) ,T
u uu a f x t f x t x t Q

t x
∂ ∂

= − = − ∈
∂ ∂

,

1 2( ,0) ( ) ( ), 0 ,u x x x x lϕ ϕ= − ≤ ≤

1 2( ,0) ( ) ( ), 0 ,tu x x x x lψ ψ= − ≤ ≤

(0, ) ( ,0) 0, 0 .u l u l t T= = ≤ ≤
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第三章 热传导方程

§1.初值问题

(1) 热传导方程定解问题的解法，主要采用Fourier变换法及分离变量法。

本节主要讨论以下问题：

2
2

2 ( , ), , 0,

( ,0) ( ), .

u ua f x t x t
t x

u x x xϕ

⎧ ∂ ∂
− = ∈ >⎪

∂ ∂⎨
⎪ = ∈⎩

R

R
(1)

求解一维热传导方程初值问题：

本章讨论：

(2) 热传导方程定解问题的解的性质，主要介绍极值原理及最大模估计。

(3)    系统地介绍Fourier变换及其运算、广义函数理论，作为本章工具。



称此变换为Fourier逆变换。

§1.1.  Fourier变换

作为求解热传导方程初值问题主要求解工具，本节将系统地
介绍Fourier变换及其运算。

一、Fourier变换定义

: ( , ) ( , ),
1ˆ: ( ) ( ) ( ) ,
2

i x

F L L

F f x f f x e dxλλ
π

∞

∞ −

−∞

−∞ ∞ → −∞ ∞

= ∫

定义1.1 对于 ，定义变换( ) ( , )f x L∈ −∞ ∞ F

称此变换为Fourier变换， 的Fourier变换的象 称为
的Fourier变式。

( )f x ( )f xˆ ( )f λ

类似定义变换 :G
1: ( ) ( ) lim ( ) ,
2

N i x

NN
G f x f f x e dxλλ

π
∨

−→+∞
= ∫



定理1.1 若 ，则有：
1( ) ( , ) ( , )f x L C∈ −∞ ∞ ∩ −∞ ∞

二、Fourier积分定理

1 ˆlim ( ) ( ).
2

N i x

NN
f e d f xλλ λ

π −→+∞
=∫

ˆ[ ( )] ( ) ( ).f x f xλ ∨ =即：

证明：由于 ，因此，积分1( ) ( , ) ( , )f x L C∈ −∞ ∞ ∩ −∞ ∞

( )ˆ( )     2 ( )i xf x e dx fλ π λ
∞ −

−∞
=∫

ˆ ( )
N i x

N
f e dλλ λ

−∫
对于 一致收敛，且为 的连续函数，从而积分

有意义。将Fourier变式代入得：

λλ

1 ˆ( )
2

N i x

N
f e dλλ λ

π −∫
1 ( )

2
N i i x

N
f e d e dλξ λξ ξ λ

π
∞ −

− −∞

⎡ ⎤= ⎢ ⎥⎣ ⎦∫ ∫



( )1 ( )
2

N i x

N
f e d dλ ξξ λ ξ

π
∞ −

−∞ −
= ∫ ∫

( ) ( )1 ( )
2 ( )

i x N i x Ne ef d
i x

ξ ξ

ξ ξ
π ξ

− − −∞

−∞

−
=

−∫
1 sin( )( )

( )
x Nf d
x

ξξ ξ
π ξ

∞

−∞

−
=

−∫
1 sin( ) ( )Nf x d xηη η ξ η
π η

∞

−∞
= + − =∫

( )1 sin( )
M M

M M

Nf x dηη η
π η

− ∞

−∞ −
= + + +∫ ∫ ∫

1 2 3,J J J= + +

其中 待定。以下分别讨论 时 的极限。易知N →∞ ( 1,2,3)iJ i =M

1 3
1 sin sin| | ( ) ( )

M

M

N NJ J f x d f x dη ηη η η η
π η η

− ∞

−∞
+ = + + +∫ ∫

1 sin 1 sin( ) ( )
M

M

N Nf x d f x dη ηη η η η
π η π η

− ∞

−∞
≤ + + +∫ ∫



1 1( ) ( ) ,f x d f d
M M

η η η η
π π

∞ ∞

−∞ −∞
≤ + =∫ ∫

1 1( ) ( )
M

M
f x d f x d

M M
η η η η

π π
− ∞

−∞
≤ + + +∫ ∫

而

2
1 sin( )

M

M

NJ f x dηη η
π η−

= +∫
1 ( ) ( ) 1 sinsin ( )

M M

M M

f x f x NNd f x dη ηη η η
π η π η− −

+ −
= +∫ ∫

1 ( ) sin( , )sin ,
M M

M M

f x Ng x Nd dηη η η η
π π η− −

= +∫ ∫
其中 ( )

1

0

1( , ) ( ) ( ) ( ) ,g x f x f x f x dη η τη τ
η

′= + − = +∫
为 的连续函数，这是因为,x η 1( ) ( , ).f x C∈ −∞ ∞

(1.6)

(1.7)



1 ˆ( ) ( )
2

N i x

N
f e d f xλλ λ

π −
−∫

由以上运算得：

1 2 3 ( )J J J f x= + + −

1 3 2 ( )J J J f x≤ + + −
1 ( )f x d
M

η η
π

∞

−∞
≤ +∫

1 ( ) sin( , )sin ( )
M M

M M

f x Ng x Nd d f xηη η η η
π π η− −

+ + −∫ ∫
1 ( )f d
M

η η
π

∞

−∞
≤ ∫ 1 ( , )sin

M

M
g x Ndη η η

π −
+ ∫

1 sin( ) 1 ,
M

M

Nf x dη η
π η−

⎡ ⎤
+ −⎢ ⎥

⎣ ⎦
∫

0

0

lim ( , )sin 0.
M

MN
g x Ndη η η

−→+∞
=∫

由(1.8)可得，对于任意的 ，我们可以取 ，使得(1.8)的第
一个项小于 。又由Riemann-Lebesgue引理知，对于给定的区
间 ，及关于 的连续函数 有

0

(1.8)

ε > 0 0M >
/ 4ε

0 0[ , ]M M− η ( , )g x η



因此，存在 ，当 时，(1.8)的第二项也小于 。1 0N > 1N N> / 4ε

0

0

1 sin( ) 1
M

M

Nf x dη η
π η−

⎡ ⎤
−⎢ ⎥

⎣ ⎦
∫

而第三项是由于

0

0

1 sin( ) 1 ,
NM

NM
f x dξ ξ

π ξ−

⎡ ⎤
= −⎢ ⎥

⎣ ⎦
∫

根据数学分析中熟知的积分公式：

0

sin ,
2

dξ πξ
ξ

+∞
=∫

1 sin 1,dξ ξ
π ξ

∞

−∞
=∫得：

从而存在 ，当 时，(1.8)的第三项小于 。2 0N > 2N N> / 4ε

于是得：对于任意给定的 ，存在 ，
当 时有：

0ε > 0 1 2max( , ) 0N N N= >
0N N>

1 ˆ( ) ( ) .
2

N i x

N
f e d f xλλ λ ε

π −
− <∫

定理得证。



1ˆ: ( ) ( ) ( ) ,
2

i xF f x f f x e dxλλ
π

∞ −

−∞
= ∫

1: ( ) ( ) lim ( ) ,
2

N i x

NN
G f f x f e dλλ λ λ

π
∨

−→+∞
= ∫

总结：

F

( , )L −∞∞ ∋ ( )f x ( , )L∞∈ −∞ ∞ˆ( )f λ
G

当 1( , )f C∈ −∞ ∞

一般地记为： [ ( )] ( ) ( ) ( ),f x x f xλ
∨

⎡ ⎤ =⎣ ⎦
^

[ ( )] ( ) ( ) ( ).f x x f xλ∨⎡ ⎤ =⎣ ⎦

即， 与
∨

互逆运算。



三、Fourier变换性质

(1)线性性质

若 ，则：( ) ( , ), ( 1, 2)i if x L a i∈ −∞ ∞ ∈ =C

( )1 1 2 2 1 1 2 2
ˆ ˆ( ) ( ) ( ) ( ) ( ).a f x a f x a f a fλ λ λ∧+ = +

(2)微商性质

若 则：( ), ( ) ( , ) ( , ),f x f x C L′ ∈ −∞ ∞ ∩ −∞ ∞

( ) ˆ( ) ( ).df x i f
dx

λ λ λ
∧

⎛ ⎞ =⎜ ⎟
⎝ ⎠

一般有：若
则：

( )( ), ( ) ( , ) ( , )( 1, 2, ),kf x f x C L k m∈ −∞ ∞ ∩ −∞ ∞ =

( )( ) ˆ( ) ( ).
m

m
m

d f x i f
dx

λ λ λ
∧

⎛ ⎞
=⎜ ⎟

⎝ ⎠



证明： 分析：直接计算可得

( ) 1( ) ( )
2

i xdf x f x e dx
dx

λλ
π

∧
∞ −

−∞

⎛ ⎞ ′=⎜ ⎟
⎝ ⎠ ∫

1 1lim ( ) lim ( )
2 2

i A i B

A B
f A e f B eλ λ

π π
− −

→∞ →−∞
= −

1 ( )
2

i xi f x e dxλλ
π

∞ −

−∞
+ ∫

只须证明：

1 1lim ( ) 0, lim ( ) 0,
2 2

i A i B

A B
f A e f B eλ λ

π π
− −

→∞ →−∞
= =

lim ( ) 0, lim ( ) 0.
A B

f A f B
→∞ →−∞

只要证： = =

由假设 故有( ) ( , ) ( , ),f x C L′ ∈ −∞ ∞ ∩ −∞ ∞

0
( ) (0) ( ) ,

x
f x f f t dt′= + ∫

因此有 存在。
0

lim ( ) (0) ( )
x

f x a f f t dt
±∞

±→±∞
′= = + ∫

又根据 利用反证法可得 0.a± =( ) ( , ) ( , ),f x C L∈ −∞ ∞ ∩ −∞ ∞



事实上，若有 ，无妨设 则存在 ，当 时
有 ，于是有：

0a± ≠ 0,a+ > 0M > x M>
( ) / 2 0f x a+> >

0 0
( ) ( ) lim ( ) ,

M A

MA
f x dx f x dx f x dx

+∞

→+∞
= + = +∞∫ ∫ ∫

与假设矛盾，命题得证。

(2补充)积分性质

若 则：
0

( ), ( ) ( , ) ( , ),
x

f x f t dt C L∈ −∞ ∞ ∩ −∞ ∞∫
( )0

1 ˆ( ) ( ) ( ).
x

f t dt f
i

λ λ
λ

∧

=∫
这是由于函数

0
( ) ( )

x
F x f t dt= ∫

满足：
( ) ( ),F x f x′ =

从而有：
( ) ( ) ( )( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ),f x F x i F xλ λ λ λ∧ ∧ ∧′= =

(即： )0

1 ˆ( ) ( ) ( ).
x

f t dt f
i

λ λ
λ

∧

=∫



(3)乘多项式性质

若 则有：( ), ( ) ( , ),f x xf x L∈ −∞ ∞

( ) ˆ( ) ( ) ( ).dxf x i f
d

λ λ
λ

∧ =

证明： 由于 ，由Weierstrass判别法知( ), ( ) ( , )f x xf x L∈ −∞ ∞

( )1ˆ( ) ( )
2

i xd df f x e dx
d d

λλ
λ λπ

∞ −

−∞
= ∫

1 ( )
2

i xixf x e dxλ

π
∞ −

−∞
= −∫

( )( ) ( ),i xf x λ∧= −
从而有

( ) ˆ( ) ( ) ( ).dxf x i f
d

λ λ
λ

∧ =

一般当 ，时有：( ), ( ), , ( ) ( , ) ( 1)mf x xf x x f x L m∈ −∞ ∞ ≥

( ) ˆ( ) ( ) ( ).
m

m m
m

dx f x i f
d

λ λ
λ

∧
=



(4)平移性质

若 ，则有：( ) ( , ),f x L a∈ −∞ ∞ ∈R

( ) ˆ( ) ( ) ( ),iaf x a e fλλ λ∧ −− =

( ) ˆ( ) ( ) ( ).iaxe f x f aλ λ
∧

= −

(5)伸缩性质

若 ，则有：( ) ( , ), , 0f x L k k∈ −∞ ∞ ∈ ≠R

( ) 1 ˆ( ) ( ) ( ).
| |

f kx f
k k

λλ∧ =

证明：无妨设 ，由定义可得：0k <

( )( ) ( )f kx λ∧ 1 ( )
2

i xf kx e dxλ

π
∞ −

−∞
= ∫

1 ( ) ( )
2

i
kf e d kx

k

ξλ ξξ ξ
π

−−∞

∞
= =∫

1 1 ( )
2

i
kf e d

k

λξ
ξ ξ

π

−∞

−∞
= − ∫

1 ˆ( ).
| |

f
k k

λ
=



(6)对称性质

若 ，则有：( ) ( , )f x L∈ −∞ ∞

( ) ( ) ( )( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ).f x f x f xλ λ λ∨ ∧ ∧= − = −

( ) ( ) ( )( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ).f x f x f xλ λ λ∧ ∨ ∨= − = −

(7)卷积性质

| ( ) |f g x dx
∞

−∞
∗∫

1、卷积定义：若 ，则定义 的卷积为( ), ( ) ( , )f x g x L∈ −∞ ∞ ( ), ( )f x g x

( ) ( ) ( ) .f g x f x t g t dt
∞

−∞
∗ = −∫

2、性质：若 ，则 。( ), ( ) ( , )f x g x L∈ −∞ ∞ ( ) ( , )f g x L∗ ∈ −∞ ∞

证明：由Fubini定理直接计算得：

( ) ( )f x t g t dt dx
∞ ∞

−∞ −∞
= −∫ ∫

( ) ( )f x t g t dtdx
∞ ∞

−∞ −∞
≤ −∫ ∫

( ) ( ) Fuibnif x t g t dxdt
∞ ∞

−∞ −∞
= −∫ ∫



( ) ( )g t f x t dxdt
∞ ∞

−∞ −∞
= −∫ ∫

( ) ( )g t f d dt x tξ ξ ξ
∞ ∞

−∞ −∞
= − =∫ ∫
( )( )( ) ( ) .f d g t dtξ ξ

∞ ∞

−∞ −∞
= < ∞∫ ∫

3、Fourier变换的卷积性质：若 ，则( ), ( ) ( , )f x g x L∈ −∞ ∞

( ) ˆ ˆ( ) ( ) 2 ( ) ( ).f g x f gλ π λ λ∧∗ =

1 ( )
2

i xf g x e dxλ

π

∞ −

−∞
= ∗∫

证明：利用Fubini定理直接计算得：

( )1 ( ) ( )
2

i xf x t g t dt e dxλ

π

∞ ∞ −

−∞ −∞
= −∫ ∫

( )( ) ( )f g x λ∧∗

( )1 ( ) ( ) Fubini
2

i xf x t e g t dx dtλ

π

∞ ∞ −

−∞ −∞
= −∫ ∫

( )( )1 ( ) ( )
2

i x t i tf x t e dx g t e dtλ λ

π

∞ ∞ − − −

−∞ −∞
= −∫ ∫



( )1 ( ) ( )
2

i i tf e d g t e dt x tλξ λξ ξ ξ
π

∞ ∞ − −

−∞ −∞
= − =∫ ∫

( )( )1 ( ) ( )
2

i i tf e d g t e dtλξ λξ ξ
π

∞ ∞− −

−∞ −∞
= ∫ ∫

ˆ ˆ2 ( ) ( ).f gπ λ λ=

例题：



例1：设

1( )f x =
1 , | |  ,x A≤　　

0 , | | >  ,x A　　{
求 1̂( ).f λ

解：由定义

1
1 2 sinˆ ( ) .
2

A i x

A

Af e dxλ λλ
π λπ

−

−
= =∫



例2：设

2 ( )f x =
,    0 ,x xe− ≥　

0 , 0,x <　　{
求 2̂ ( ).f λ

解：由定义

1 0

1 1 1ˆ ( ) .
12 2

i xf e dx
i

λλ
λπ π

∞ −= =
+∫



例3：设 3
| |( ) ,xf x e−= 求 3̂ ( ).f λ

解：由于

1 1 1 1 .
1 12 2i iλ λπ π

= +
+ −

3 2 2( ) ( ) ( ),f x f x f x= + −

由线性性质和伸缩性质，得：

[ ]^
3 2 2
ˆ ˆ( ) ( ) ( )f f f xλ λ= + −

2 2
ˆ ˆ( ) ( )f fλ λ= + −

2

1 2 .
12 λπ

=
+



例4：设
2

4 ( ) ,xf x e−= 求 4̂ ( ).f λ

解：由定义及分部积分公式
2

4
1ˆ ( )
2

x i xf dxe e λλ
π

∞

−∞

− −= ∫
2 21 2

2
x i x x i xi dxe e xe eλ λ

λπ

∞ ∞

−∞−∞

− − − −⎡ ⎤= +⎢ ⎥⎣ ⎦∫
2 ^

4
4

ˆ ( )2 2 2ˆ ( ) .x dfi i di f
d d

xe λλ
λ λ λ λ λ

− ⎡ ⎤⎡ ⎤= = = −⎢ ⎥⎣ ⎦ ⎣ ⎦
2

4
1 1ˆ (0) .
2 2

xf dxe
π

∞

−∞

−= =∫



所以，

4
4

ˆ ( ) ˆ ( ),
2

df f
d
λ λ λ
λ

= −

4
1ˆ (0) .
2

f =

解之得：

4

2
41ˆ ( ) .

2
f e

λ
λ −=



例5：设
2

5 ( )  ( 0),Axf x Ae−= > 求 5̂ ( ).f λ

解：由伸缩性质

^

5 4
ˆ ( ) ( ) ( )f f Axλ λ⎡ ⎤= ⎣ ⎦

4
1 ˆ ( )Af
A

λ=

2
41 .

2
A

A
e

λ−=



作 业

• Page 173,  1  (1)、(3)、(5)；

• Page 174,  2  (2)、(4)、(5)、(6)、(9)；

• Page 174,  3  (1)、(2)、(3)。



§1.2 Poisson公式

一、问题：

2
2

2 ( , ), , 0,

( ,0) ( ), .

u ua f x t x t
t x

u x x xϕ

⎧ ∂ ∂
− = ∈ >⎪

∂ ∂⎨
⎪ = ∈⎩

R

R
(1)

求解一维热传导方程初值问题：

二、解：

对方程及初始条件关于 作Fourier变换得：x

2 2ˆ( , ) ˆˆ ( , ), 0,

ˆˆ( ,0) ( ).

u t a u f t t
t

u

λ λ λ

λ ϕ λ

∂⎧ + = >⎪
∂⎨

⎪ =⎩
这是关于 的一阶线性常微分方程，求解得：t

2 2 2 2 ( )

0
ˆˆˆ( , ) ( ) ( , ) .

ta t a tu t e f e dλ λ τλ ϕ λ λ τ τ− − −= + ∫



( ) ( )2 2 2 2 ( )

0
ˆˆ( , ) ( ) ( ) ( , ) ( )

ta t a tu x t e x f e d xλ λ τϕ λ λ τ τ
∧∧

− − −= + ∫
( )

作Fourier逆变换得：

( )2 2 2 2 ( )

0
ˆˆ( ) ( ) ( , ) ( ) .

ta t a te x f e x dλ λ τϕ λ λ τ τ
∧ ∧

− − −= + ∫
注意到：

( )22 / 41( ) ( ) ,
2

AAxe e
A

λλ −− ∧ =

令： 21 ,
4

a t
A
= 即： 2

1 ,
4

A
a t

=

( )2 2/ 4 2 ( ) ( ),A Axe A eλ λ− − ∧=
或

则有：

( )
2

22 2 2 2/ 4 41( 2 ) ( ) ( ).
2

x
Aa t Ax a te e Ae e

a t
λλ λ λ

∧
−−− − ∧

⎛ ⎞
⎜ ⎟= = =
⎜ ⎟
⎝ ⎠



代入得：

( )2 2ˆ( ) ( )a te xλϕ λ
∨

−

2

241ˆ( ) ( ) ( )
2

x
a te x

a t
ϕ λ λ

∨∧
−

⎛ ⎞⎛ ⎞
⎜ ⎟⎜ ⎟=

⎜ ⎟⎜ ⎟⎝ ⎠⎝ ⎠

( )2 2/ 41 ˆ( ) ( ) ( )
2

x a te x
a t

ϕ λ λ
∨∧

−⎛ ⎞⎛ ⎞= ⎜ ⎟⎜ ⎟⎝ ⎠⎝ ⎠

( )1 1 ( ) ( )
2 2

g x
a t

ϕ λ
π

∨
∧⎛ ⎞= ∗⎜ ⎟

⎝ ⎠

应用Fourier变
换的卷积性质

1 ( , )
2

g x t
a t

ϕ
π

= ∗

1 ( ) ( , )
2

g x t d
a t

ϕ ξ ξ ξ
π

∞

−∞
= −∫

这里

( )2 2/ 4( , ) x a tg x t e−
=

2( )
24

1 ( ) .
2

x

a te d
a t

ξ

ϕ ξ ξ
π

−∞ −

−∞
= ∫



( )2 2 ( )ˆ ( , ) ( )a tf e xλ τλ τ
∨

− −

2( )
24 ( )1 ( , ) .

2 ( )

x

a tf e d
a t

ξ

τξ τ ξ
π τ

−

−
−∞

−∞
=

− ∫
代入得：

类似可得：

2( )
24 ( )

0

1 1 ( , ) ,
2

x

a t
t

d f e d
a t

ξ

ττ ξ τ ξ
π τ

−

−
−∞

−∞
+

−∫ ∫

2( )
24

1( , ) ( )
2

x

a tu x t e d
a t

ξ

ϕ ξ ξ
π

−∞ −

−∞
= ∫

记 2
24

1 , 0,
( , ) 2

0, 0,

x
a te t

K x t a t
t

π
−⎧ >⎪= ⎨

⎪ ≤⎩

( , ) ( ) ( , )u x t K x t dϕ ξ ξ ξ
∞

−∞
= −∫

0
( , ) ( , ) .

t
d f K x t dτ ξ τ ξ τ ξ

∞

−∞
+ − −∫ ∫

则有

(1.24)



通常称(1.24)式为Poisson公式，而函数

称为热传导方程的基本解。

( , ; , ) ( , )x t K x tξ τ ξ τΓ = − −

三、验证
以上所得到的公式完全是形式的，我们必须加以证明，这里我们
对 适合一定条件时，验证Poisson公式(1.24)
确实为热传导方程初值问题的解。

( , ) 0, ( )f x t xϕ=

定理1.3 若(1). 且有界。
(2). 。

则由Poisson公式(1.24)确定的函数是热传导方程初值问题(1.1)(1.2)
的有界解。

( , ) 0f x t =
( ) ( , )x Cϕ ∈ −∞ ∞

证明： 由于 ，(1.24)给出的函数为( , ) 0f x t =
2( )

24
1( , ) ( ) ,

2

x

a tu x t e d
a t

ξ

ϕ ξ ξ
π

−∞ −

−∞
= ∫



(1).  当 时 关于 有连续二阶导数，关于

有连续一阶导数（事实上，我们可证明 为任意阶

可导），且可在积分号下关于 求任意阶导数。

0t > ( , )u x t x t
( , )u x t

,x t

我们需要证明：

0
0,

0

lim ( , ) ( ).
x x
t

u x t xϕ
→
→ +

=

(3).  验证 按以下极限形式满足初始条件(1.2)，( , )u x t

(2).  验证 满足方程(1.1)。( , )u x t

这一极限，表明 从上半平面连续到边界 。( , )u x t 0t =



2

2
( )

4( , ) 1, ,
xm n

a t
m n

K x t P x e
t x t

ξξ ξ
−+ −∂ − ⎛ ⎞= −⎜ ⎟∂ ∂ ⎝ ⎠

(1).任意阶可导性：

记 ，则对于 的内闭子集MQ{( , ) | , 0}Q x t x t= ∈ >R

1 2 1 2{( , ) | ,0 },M x t x x x t t t= ≤ ≤ < ≤ ≤

有

其中 为关于 的多项式，在 上有界，因此积分( , )P x y ,x y M
( , ) ( )

m n

m n

K x t d
t x

ξ ϕ ξ ξ
+∞

−∞

∂ −
∂ ∂∫

关于 在 上一致收敛，于是对于任意的 ，有,x t M , 0m n ≥

( , ) ( , ) ( ) , ( , 0).
m n m n

m n m n

u x t K x t d m n
t x t x

ξ ϕ ξ ξ
+ +∞

−∞

∂ ∂ −
= ∀ ≥

∂ ∂ ∂ ∂∫



(2).验证 满足方程(1.1).( , )u x t

2
2

2

( , ) ( , ) 0, , 0.K x t K x ta x t
t x
ξ ξ∂ − ∂ −

− = ∈ >
∂ ∂

R

直接计算可得：

2
2

2

( , ) ( , ) ( ) 0, , 0.K x t K x ta d x t
t x
ξ ξ ϕ ξ ξ

∞

−∞

⎛ ⎞∂ − ∂ −
= − = ∈ >⎜ ⎟∂ ∂⎝ ⎠
∫ R

因此，当 时有：0t >
2

2
2

( , ) ( , )u x t u x ta
t x

∂ ∂
−

∂ ∂

(3).验证 按极限形式满足初始条件(1.2).( , )u x t
由于 2( )

24
1( , ) ( ) ,

2

x

a tu x t e d
a t

ξ

ϕ ξ ξ
π

−∞ −

−∞
= ∫

21 ( 2 ) , ,
2

xx a t e d
a t

η ξϕ η η η
π

∞ −

−∞

−⎛ ⎞= + =⎜ ⎟
⎝ ⎠∫



由 的连续有界性知：积分关于 在 上一致收敛，从而积分

与极限可交换，于是有：

ϕ ,x t Q

0 ,
0

lim ( , )
x x
t

u x t
→
→ +

2

0 ,
0

1lim ( 2 )
x x
t

x a t e dηϕ η η
π

∞ −

−∞→
→ +

= +∫
2

0 ,
0

1 lim ( 2 )
x x
t

x a t e dηϕ η η
π

∞ −

−∞ →
→ +

= +∫
2

0
1 ( )x e dηϕ η
π

∞ −

−∞
= ∫

2

0
1( )x e dηϕ η
π

∞ −

−∞
= ∫

0( ).xϕ=



四、Poisson公式性质

(1).奇偶性与周期性

证明：不妨设 为偶函数，则有( )xϕ
2( )

24
1( , ) ( )

2

x

a tu x t e d
a t

ξ

ϕ ξ ξ
π

− −∞ −

−∞
− = ∫

若 关于其自变量为奇函数、偶函数或周期 函数
则由(1.24)所得到的函数关于 也为奇函数、偶函数或周期 函数。

( , ) 0, ( )f x t xϕ= l
lx

2( )
24

1 ( ) ( )
2

x

a te d
a t

η

ϕ η η ξ η
π

−−∞ −

∞
= − − = −∫

2( )
24

1 ( )
2

x

a te d
a t

η

ϕ η η
π

−∞ −

−∞
= ∫

( , ).u x t=



(2).无穷传播速度

若 满足 则当

时有

( )xϕ 1 2 1 2( ) 0, ( , ); ( ) 0, ( , ),x x x x x x x xϕ ϕ> ∈ = ∉ 0t >
( , ) 0.u x t >

2( )
24

1( , ) ( )
2

x

a tu x t e d
a t

ξ

ϕ ξ ξ
π

−∞ −

−∞
= ∫

这是由于

2( )
2 24

1

1 ( ) 0.
2

x

a t
x

x
e d

a t

ξ

ϕ ξ ξ
π

−−
= >∫

(3).任意阶可导性

若 连续，则当 时， 关于 有任意阶导数。( )xϕ 0t > ( , )u x t ,x t



作 业

• Page 175,  4 (2)



§1.3 广义函数简介

一、广义函数的引入

单位质点的密度函数问题：

在数轴的原点上放置一单位质点，讨论数轴上的密度函数。

由密度计算公式：

0

( ) ( )( ) lim , ( , ),
2x

m x x m x xx x
x

ρ
Δ →

+ Δ − −Δ
= ∈ −∞ ∞

Δ

0, 0,
( )

1, 0,
x

m x
x
<⎧

= ⎨ ≥⎩

得：
0, 0,

( )
, 0.

x
x

x
ρ

≠⎧
= ⎨+∞ =⎩

上的全部质量（质量分布函数），则( )m x设 ( , ]x−∞为

x
O

1



根据质量分布函数与密度函数关系

( ) ( ) ,
x

m x s dsρ
−∞

= ∫
特别有总质量计算公式：

( ) ,M s dsρ
+∞

−∞
= ∫

将单位质点情形代入得：

1 ( ) ,M s dsρ
+∞

−∞
= = ∫

另一方面，由于函数 仅在一点非0，由积分性质得：( )xρ

0 ( ) ,s dsρ
+∞

−∞
= ∫

两式矛盾。产生这一矛盾的原因是由于函数 不是通常意义上的
函数而是一种全新意义的函数——广义函数。

( )xρ



二、广义函数定义

1、基本空间、试验函数

定义1.3 如果 且：0 0( ) ( ), ( ) ( ), 1, 2,3, ,nx C x C nϕ ϕ∞ ∞∈ ∈ = "R R
(1)存在 ，使得当 时 ，0M > | |x M≥ ( ) 0, ( ) 0, 1,2,3,nx x nϕ ϕ≡ = = "
(2)

[ , ]
lim max | ( ) ( ) | 0,nn M M

x xϕ ϕ
→∞ −

− =

(3) ( ) ( )

[ , ]
lim max | ( ) ( ) | 0, 1,2,3, ,k k

nn M M
x x kϕ ϕ

→∞ −
− = = "

2、广义函数

定义1.4 如果 是连续线性泛函，则称 是一个广义

函数。设 是一个试验函数，用 表示它所对应的

泛函值，称为对偶积。 上广义函数全体组成集合记作 。

: ( )f →R RD f
,f ϕ〈 〉( ) ( )xϕ ∈ RD

R ( )′ RD

则称序列 收敛于 ，按这种方法定义了线性空间

中函数的收敛性的，此时称 为基本空间，记作 ，函数

称为试验函数。

{ }( )n xϕ ( )xϕ
( )RD

( ) ( )xϕ ∈ RD

0 ( )C∞ R
0 ( )C∞ R



按以上定义，我们也可对广义函数作以下详细定义：

如果泛函 满足：: ( )f →R RD

1 2 1 2, , ,f f fαϕ βϕ α ϕ β ϕ〈 + 〉 = 〈 〉 + 〈 〉

(1)， 为线性泛函，即任意的 1 2, , ( ), ( ) ( )x xα β ϕ ϕ∈ ∈R RDf

lim , , .nn
f fϕ ϕ

→∞
〈 〉 = 〈 〉

(2)， 为连续泛函，即任意的 ( ) ( ), 1, 2,3,n x nϕ ∈ = "RDf

都有：

lim ( ) ( )nn
x xϕ ϕ

→∞
= 于 ( ),RD



定义广义函数 为：δ

( ) ( )xϕ∀ ∈ RD, (0),δ ϕ ϕ〈 〉 =

1 2 1 2 1 2, (0) (0) , , ,δ αϕ βϕ αϕ βϕ α δ ϕ β δ ϕ〈 + 〉 = + = 〈 〉 + 〈 〉

lim , lim (0) (0) , ,n nn n
δ ϕ ϕ ϕ δ ϕ

→∞ →∞
〈 〉 = = = 〈 〉

lim ( ) ( )nn
x xϕ ϕ

→∞
=

有

所以 为连续，从而 为广义函数。δ δ

2， 为连续泛函：对于任意的 满足( ) ( ), 1, 2,3,n x nϕ ∈ = "RDδ

3、广义函数例

例1，Dirac函数 ,也称为 函数。δ δ

1， 为线性泛函： 对于任意的 有δ 1 2, , ( ), ( ) ( )x xα β ϕ ϕ∈ ∈R RD

显然 为 上的泛函，且δ ( )RD



例2 局部可积函数对应的广义函数

(1)  局部可积函数

( )  
b

a
f x dx∫

若函数 对于 上任意的有限区间 ，积分( , )a b( )f x R

存在且为有限，则称 为 上的局部绝对可积函数。( )f x R

loc ( )L R R 上局部可积函数全体记作 。

, ( ) ( ) ,   ( ) ( )F x f x dx xϕ ϕ ϕ
∞

−∞
〈 〉 = ∀ ∈∫ RD

若 则定义泛函 为：loc( ) ( ),f x L∈ R F
(2)  局部可积函数对应的广义函数

显然 有意义， 为泛函。下面证明 为广义函数。,F ϕ〈 〉 F F

注：两个按Lebsgue测试几乎处处相等的函数在 中看着同一函数。loc ( )L R



( )1 2 1 2, ( ) ( ) ( )F f x x x dxαϕ βϕ αϕ βϕ
∞

−∞
〈 + 〉 = +∫

1， 为线性泛函：F

( ) ( ) ,f x x dx Fϕ ϕ
∞

−∞
= = 〈 〉∫ 。

有

1 2( ) ( ) ( ) ( )f x x dx f x x dxα ϕ β ϕ
∞ ∞

−∞ −∞
= +∫ ∫

1 2, , .F Fα ϕ β ϕ= 〈 〉 + 〈 〉

满足( ) ( ), 1,2,3,n x nϕ∀ ∈ = "RD

lim , lim ( ) ( )n nn n
F f x x dxϕ ϕ

∞

−∞→∞ →∞
〈 〉 = ∫

, ( ) ( ) ,   ( ) ( )F x f x dx xϕ ϕ ϕ
∞

−∞
〈 〉 = ∀ ∈∫ RD

,α β∀ ∈ ，R 1 2( ), ( ) ( ),x xϕ ϕ∀ ∈ RD

2， 为连续泛函：F

lim ( ) ( )nn
x xϕ ϕ

→∞
= 于 ( )RD

所以， 为广义函数。F



loc ( ) ( )L ′⊂ 。R RD

我们很容易验证这一包含关系为真包含，事实上，广义函数 没有

局部可积函数与之对应。

δ

所以，任一局部可积函数，按以上做法都有唯一的广义函数与之对

应；并且，我们还可以证明，不同的局部可积函数，按上述对应方法

对应于不同的广义函数，即：我们得到了一个从 映到

单射 ：
loc ( )L R ( ),′ RD

T

loc ( )L R ( ),′ RD
T

f Tf F=

且 保持 线性运算不变。因此，按这种对应关系，我们可

以将局部可积函数 与其对应的广义函数 看作是同一函数，这

样，我们可以将局部可积函数空间视为广义函数空间的子集，即

T loc ( )L R
f F



这样，我们可以将局部可积函数看作广义

函数，从而我们可以认为广义函数为通常意义下

的函数的推广。

函数为典型的非局部可积的广义函数。δ

, ( ) ( ) .f f x x dxϕ ϕ
∞

−∞
〈 〉 = ∫

注意：若 为局部可积函数，则它作为的广义

函数在 上的取值为（对偶积）：

f
( ) ( )xϕ ∈ RD



三、广义函数运算

(1). 线性运算

对于 定义广义函数 为：( )f gα β+ ∈ RD', ( ), , ,f g α β∈ ∈R RD'

, ( ) , ( ) , ( ) , ( ).f g x f x g xα β ϕ α ϕ β ϕ ϕ〈 + 〉 = 〈 〉 + 〈 〉 ∀ ∈ RD

对于 定义广义函数 为：( )fg∈ RD'( ), ( ),f g C∞∈ ∈R RD'

, ( ) , ( ) ( ) , ( ).fg x f g x xϕ ϕ ϕ〈 〉 = 〈 〉 ∀ ∈ RD

(2). 函数乘广义函数C∞

(3).广义函数的极限

设 如果{ }( ), ( ),nf f∈ ∈R RD' D'
lim , ( ) , ( ) , ( ).nn

f x f xϕ ϕ ϕ
→∞
〈 〉 = 〈 〉 ∀ ∈ RD

则称广义函数 是广义函数序列 当 时的极限，记作n →∞f { }nf

nf f （在 的意义下）。( )RD'
对于广义函数族，类似定义。



(4).广义函数的导数

', ( )  , '( ) , ( ),f x f xϕ ϕ ϕ〈 〉 = − 〈 〉 ∀ ∈ RD
对于 定义广义函数( ),f ∈ RD' 'f

( ) ( ), ( ) ( 1) , ( ) , ( ),k k kf x f xϕ ϕ ϕ〈 〉 = − 〈 〉 ∀ ∈D R

称为广义函数 的一阶广义导数。一般可定义广义函数f ( )kf

1,2, .k = "称为广义函数 的 阶广义导数f k

称为广义函数 的一个右平移 的广义函数。ξf

(5).广义函数的平移

( ), ( ) , ( ) , ( ),f x x f xξ ϕ ϕ ξ ϕ〈 − 〉 = 〈 + 〉 ∀ ∈ RD
对于 定义广义函数( ),f ∈ RD' ( )f x ξ−

注：广义函数有任意次导数。



(6).广义函数的伸缩

称为广义函数 的一个伸缩广义函数。f

1( ), ( )  ,   , ( ),xf kx x f
k k

ϕ ϕ ϕ⎛ ⎞〈 〉 = 〈 〉 ∀ ∈⎜ ⎟
⎝ ⎠

D R

对于 及 定义广义函数( ),f ∈ RD' ( )f kx,  0,k k∈ ≠R

注：广义函数的运算定义(1)-(6)，与常义函数的相

应运算的定义是一致的。例如：若 有连续的

导数 ，则 就是 的广义导数。

f

f ′ f ′ f



注意这不是广义函数的乘积，它是两个广义函数的张量积或直积，一般
记作

可以验证

(6).广义函数的张量积

( , ), ( , )x y x yδ ξ η ϕ< − − >

类似于一维的广义函数定义，我们可以定义二维的广义函数 f
2: ( ) ,f →R� RD

同理可以定义相应的广义函数运算，特别对于二维的Dirac函数 可

定义为
( , )x yδ

2, ( , ) (0,0), ( ),x yδ ϕ ϕ ϕ< >= ∀ ∈ RD

( , ) ( ) ( ).x y x yδ ξ η δ ξ δ η− − = − −

( ) ( ).x yδ ξ δ η− ⊗ −

2, ( , ) ( , ), ( ),x yδ ϕ ξ η ϕ ξ η ϕ=< + + >= ∀ ∈ RD

其定义为：



附注：将广义函数定义中的 换成任意的区间 ，或换成任意的

区域 ，我们可以完全类似地定义基本空间 或 以

及相应的广义函数空间 或 。本节中有关广义函数的讨

论、定义对于 或 广义函数可同样进行。

R ( , )a b
nΩ⊂ R� ( , )a bD ( )ΩD

( , )a b′D ( )′ ΩD
( , )a b′D ( )′ ΩD

( ) ( ), ( , )f x g y x yϕ< ⊗ >

( ),  ( ), ( , ) .f x g y x yϕ=< < >>

设 及 ，则 ，定义为：( ) ( )xf x ∈ RD' ( ) ( )yg y ∈ RD' 2( )f g⊗ ∈ R�D'



例题：

例1：若 loc ( )f L∈ R ，则 f δ≠ 于 ( )。RD'

, ( ) ( ) = , = (0).f f x x dxϕ ϕ δ ϕ ϕ
∞

−∞
〈 〉 = 〈 〉∫

证明：反证。若存在这样的 ，则对f ( )ϕ∀ ∈ RD

记：

( )xρ =
2

1 1
1 ,    | | 1 ,    x xe

+
−

−
≤　

    0 ,        | | 0,x >　　{
则对任意的正整数 n ,  ( ) ( )nxρ ∈ ，RD 所以

( ) ( ) (0) 1,    .f x nx dx nρ ρ
∞

−∞
= = ∀ ∈∫ R



但

( ) ( )f x nx dxρ
∞

−∞∫
1

1 ( ) ( )n

n

f x nx dxρ
−

= ∫
1

1 ( )n

n

f x dx
−

≤ ∫

 0,    n→ →∞当 。

( ) ( ) (0) 1,    .f x nx dx nρ ρ
∞

−∞
= = ∀ ∈∫ R这与

矛盾。 证毕



例2： 函数就是位于直线上原点的单位质

量产生的质量分布密度。

δ

解：对任意正整数 ，在区间 上均匀地放置单位质

量，所产生的质量分布密度记为 ，则

n 1 1,
n n

⎡ ⎤−⎢ ⎥⎣ ⎦
( )nQ x

( )nQ x =

1,    | | <  ,
2

    n x
n

　

10 ,   | | ,x
n

>　{
显然， 对任意的 ，有loc( ) ( )nQ x L∈ ，R ( )ϕ∀ ∈ RD

1

12
, ( ) ( ) ( )n

n
n n

nQ Q x x dx x dxϕ ϕ ϕ
∞

−∞ −
〈 〉 = =∫ ∫

lim , (0)= , ,nn
Q ϕ ϕ δ ϕ

→∞
〈 〉 = 〈 〉 ( )所以， ϕ∀ ∈ RD

lim nn
Q于是，在广义函数意义下 δ

→∞
= 。



因为 是在区间 上均匀地放置单位质量所产

生的质量分布密度，其极限就是在原点上放置单位质量所产

生的质量分布密度。因此， 就是在原点上放置单位质量所

产生的质量分布密度。

1 1,
n n

⎡ ⎤−⎢ ⎥⎣ ⎦
( )nQ x

δ

1( )Q x

x
1− 1

1
2

1
2

−
1
2

1

1
4

−
1
4

2

2( )Q x3( )Q x



2
24

1 , 0,
( , ) 2

0, 0,

x
a te t

K x t a t
t

π
−⎧ >⎪= ⎨

⎪ ≤⎩

例3：热传导方程基本解的广义极限是 函数。δ

显然，对任意的 0,t > loc( ) ( , ) ( ),tK x K x t L≡ ∈ R

由定理1.3的证明，

0
lim ( , ) ( ) (0),   
t

K x t x dxϕ ϕ
∞

−∞→ +
=∫ ( )ϕ∀ ∈ RD

所以，
0 0

lim , lim ( , ) ( )   tt t
K K x t x dxϕ ϕ

∞

−∞→ + → +
< >= ∫

(0) , ,   ϕ δ ϕ= =< > ( )ϕ∀ ∈ RD

于是，在广义函数意义下
0

lim tt
K δ

→ +
= 。



0.25t =

0.05t =

0.01t =

K

2

1

3

4

5

6

x
1.0− 0.5− 0 0.5 1



例4：

, ( ) ( )   f f x x dxϕ ϕ
∞

−∞
′ ′< >= ∫

1( 1) , ,   f ϕ′= − < >

证明：对 ( )ϕ∀ ∈ RD

若 ，则 的广义导数就是其常

义导数 。

1( )f C∈ R f
f ′

( ) ( )  + ( ) ( )  f x x dx f x xϕ ϕ
∞ +∞

−∞−∞
′= −∫

( ) ( )  f x x dxϕ
∞

−∞
′= −∫

由广义函数的导数的定义，知 就是 的广义导数。f ′ f



例5：求Heviside函数 ( )H x =
1 ,       0,x ≥　

0 ,      0,x <　{
的广义导数。

解：对 ( ),ϕ∀ ∈ RD

,   H Hϕ ϕ′ ′< >= < >－ ，

( ) ( )H x x dxϕ
∞

−∞
′= ∫－

[ ]( ) (0)   ϕ ϕ= ∞－ －

(0) ,ϕ δ ϕ= =< >

所以， H δ′ = 。

0
( )   x dxϕ

∞
′= ∫－

x

( )H x

1

0



例5：求函数 的第 阶广义导数。| |x ( 1)m m ≥

解：对 ( ),ϕ∀ ∈ RD

| | , | |,   x xϕ ϕ′ ′< >= < >－ | | ( )   x x dxϕ
∞

−∞
′= ∫－

0

0
( ) ( )   x x dx x x dxϕ ϕ

∞

−∞
′ ′= +∫ ∫－

0 0

00
( ) ( ) ( ) ( )   x dx x x x dx x xϕ ϕ ϕ ϕ

∞ ∞

−∞−∞
= − − +∫ ∫

0

0
( ) ( )   x dx x dxϕ ϕ

∞

−∞
= −∫ ∫

( ) ( )g x x dxϕ
∞

−∞
= ∫ ,g ϕ=< >

( )g x =
1 ,       0,x ≥　

-1 ,      0,x <　{其中



( )g x =
1 ,       0,x ≥　

-1 ,      0,x <　{
所以，

| |x ′=

( )H x =
1 ,       0,x ≥　

0 ,      0,x <　{
2 ( ) 1H x= −

其中，

而， [ ]| | 2 ( ) 1 2 ( ) 2 .x H x H x δ′′′ ′= − = =

一般地：
( ) ( )| | 2 ,    2.m mx mδ= ≥



注：从上例子看到

( )g x =
1 ,       0,x ≥　

-1 ,      0,x <　{广义导数为：| |x

当 0x ≠ 时，其常义导数为

( )f x =
1 ,       0,x >　

-1 ,      0,x <　{
而作为 中的函数， 即loc ( )L R ,f g=

的广义导数就是其通常的导数。| |x



一般地，若 ，且除有限个点

外处处常义可导且常义导数 ，则 就

是 的广义导数。

loc ( ) ( )f L C∈ ∩R R

loc ( )f L′∈ R f ′

f

例：求 ( )f x =
sin ,       0,x x ≥　

0 ,      0,x <　{
的广义导数。

解：显然 loc ( ) ( ),f L C∈ ∩R R 且除 0x = 外均可导，且

( )f x′ =
cos ,       0,x x >　

0 ,      0,x <　{
显然 loc ( ) f L′∈ 。R 所以，它就是 的广义导数。f



作 业

• Page 175,  5  (1)、(3)、(5)；

• Page 175,  6  (2)、(3)；

• Page 175,  7  (1)、(2)、(3)。



§1.4 基本解

一、基本解的定义（关于方程的非齐次项）

定义1.9（基本解） 设 对于任

意的 如果函数 且在广
义意义下满足以下方程及初始条件

{ }( , ) , 0 ,Q x t x t= −∞ < < ∞ >
( , ) ,Qξ τ ∈ ( ) ( )( , ) \ ( , ) ,locu x t L Q C Q ξ τ∈ ∩

2 ( , ), ( , ) ,
( ,0) 0, ,

t xxu a u x t x t Q
u x x

δ ξ τ⎧ − = − − ∈
⎨

= ∈⎩ R

则称它为热传导方程的基本解，且记作 ( , ; , ).x t ξ τΓ

二、基本解的表示

命题：基本解有表达式

( , ; , ) ( , )x t K x tξ τ ξ τΓ = − − =

2( )
24 ( )1 ,

2 ( )

x
a te t

a t

ξ
τ τ

π τ

−
−

−
>

−
0,                      t τ≤{



2 ,   ( , ) ( , ).t xxK a K x tϕ ϕ ξ τ< − >=

证明：易见，作为 的函数，
只须证明其在广义函数意义下满足偏微分方程，即只要证明：对于任意
的 有：

( ) ( )2 2 \ ( , ) ,locK L C ξ τ∞∈ ∩R R2( , )x t ∈R
2( ),ϕ∈ RD

由广义导数的定义，我们只要证明：

2 2( , ),   ( , ), ( ).t xxK x t aξ τ ϕ ϕ ϕ ξ τ ϕ< − − − − >= ∀ ∈D R
由广义函数性质得：

2

2

2

( , ),

( , )( )
t xx

t xx

K x t a

K x t a dxdt

ξ τ ϕ ϕ

ξ τ ϕ ϕ

< − − − − >

= − − − −∫∫R
2( , )( )t xxdt K x t a dx

τ
ξ τ ϕ ϕ

∞ ∞

−∞
= − − − −∫ ∫

2

0
lim ( , )( )t xxdt K x t a dx

τ εε
ξ τ ϕ ϕ

∞ ∞

+ −∞→ +
= − − − −∫ ∫



注意到 在 时关于 和 的任意可导性及( , )K x tξ τ− − t τ> tx
2( , ) ( , ) 0, ,t xxK x t a K x t tξ τ ξ τ τ− − − − − = >

应用分部积分得：

{
}

2

2

0

( , ),

lim ( , ) ( , )

( , ) ( , )

t xx

t xx

t

t

K x t a

dt K x t a K x t dx

K x t x t dx

τ εε

τ ε

ξ τ ϕ ϕ

ξ τ ξ τ ϕ

ξ τ ϕ

∞ ∞

+ −∞→ +

∞ =∞

= +−∞

< − − − − >

⎡ ⎤= − − − − −⎣ ⎦

− − −

∫ ∫

∫

0
lim ( , ) ( , ) t

t
K x t x t dx

τ εε
ξ τ ϕ

∞ =∞

= +−∞→ +
= − − −∫

0
lim ( , ) ( , )K x x dx
ε

ξ ε ϕ τ ε
∞

−∞→ +
= − +∫

2( )
24

0

1lim ( , )
2

x

ax e dx
a

ξ

ε

ε
ϕ τ ε

πε

−∞ −

−∞→ +
= +∫



2

0

1 lim ( 2 , )a e dη

ε
ϕ ξ εη τ ε η

π

∞ −

−∞ → +
= + +∫

21 ( , )e dηϕ ξ τ η
π

∞ −

−∞
= ∫ ( , ).ϕ ξ τ=

2 , ( , ) ( , ),t xxK a K x tϕ ϕ ξ τ< − >=

所以 为热传导方程的基本解。( , )K x tξ τ− −

因此函数 满足( ) ( )2 2 \ ( , ) ,locK L C ξ τ∞∈ ∩R R

即在广义意义下满足方程

2 ( , ), ( , ) ,t xxu a u x t x t Qδ ξ τ− = − − ∈

2

0

1lim ( 2 , ) , ,
2
xa e d
a

η

ε

ξϕ ξ εη τ ε η η
π ε

∞ −

−∞→ +

−⎛ ⎞= + + =⎜ ⎟
⎝ ⎠∫



三、基本解的另一种定义（关于初值）

定义1.10 设 对于任意的

如果函数 且在广义意义下满足以
下方程及初始条件

{ }( , ) , 0 ,Q x t x t= −∞ < < ∞ > , ,ξ ∈R
( ) ( )( , ) \ ( ,0) ,locu x t L Q C Q ξ∈ ∩

2 0, ( , ) ,
( ,0) ( ), ,

t xxu a u x t Q
u x x xδ ξ

⎧ − = ∈
⎨

= − ∈⎩ R
则称它为热传导方程的基本解，且记作 ( , ; ,0).x t ξΓ

同样我们可以证明：

( , ; ,0) ( , )x t K x tξ ξΓ = −

2( )
24

1 , 0,
2

0, 0.

x

a te t
a t

t

ξ

π

−−⎧
>⎪= ⎨

⎪ ≤⎩



四、基本解的物理意义

在非齐次热传导方程

2 ( , ), , 0,t xxu a u f x t x t− = ∈ >R
中，右端项反映的是无穷杆上的热源强度，其表达式为：

0 0( , ) ( , )( , ) ,f x t f x tf x t
c c

ρ
ρ

= =

其中c为比热， 为物体的密度kg/m， 为热源强度J/kg.s，当

时

ρ
0 ( , )f x t

1cρ =
0( , ) ( , ),f x t f x tρ=

其反映的是单位时间单位长度的细杆产生的热量，当其为Dirac函数

时，它表示在 时刻，在杆上 处的一个瞬时单
位热源，因此，基本解 表示这个瞬时单位点热源在杆上
所引起的温度分布。

( , )x tδ ξ τ− − τ ξ
( , ; , )x t ξ τΓ

(1).    的物理意义( , ; , )x t ξ τΓ



x

t

ξ

τ ( , )ξ τ

设无穷长杆在初始时刻温度为

零，到时刻 在点 处有一个瞬时热

源放出一个单位的热量，则它在平面

上引起的热量强度为 ，

在杆上产生的温度分布满足：

其解为：

τ ξ

( , )x tδ ξ τ− −

2 ( , ), ,  0
( ,0) 0, ,

t xxu a u x t x t
u x x
δ ξ τ⎧ − = − − ∈ >

⎨
= ∈⎩

R
R

( , ; , ) ( , )x t K x tξ τ ξ τΓ = − − =

2( )
24 ( )1 ,

2 ( )

x
a te t

a t

ξ
τ τ

π τ

−
−

−
>

−
0,                      t τ≤{

显然，当 ，因为没有热源，杆的温度保持为零。0 t τ≤ ≤



(2). 的物理意义( , ; ,0)x t ξΓ

反映的是一个初始温度为( , ; ,0)x t ξΓ
( ,0) ( ),u x xδ ξ= −

的无热源的热传导过程，在 时，由于无穷长杆的热量计算公式
为

1cρ =

( ,0) ( ,0) ( ) 1,c u x dx u x dx x dxρ δ ξ
∞ ∞ ∞

−∞ −∞ −∞
= = − =∫ ∫ ∫

因此，它表示初始时刻，在 处含有一个单位热量的无穷长杆的温度分布。ξ



x

t

ξ

其解为：

设无穷长杆在初始时刻在点 处有

一个热源放出一个单位的热量，则它在

时在杆上产生的温度分布为

。因此，在 时杆上的温度分布满

足：

ξ

( )xδ ξ−0t =
( , )u x t

2 0,   ,  0,
( ,0) ( ),     ,
t xxu a u x t

u x x xδ ξ
⎧ − = ∈ >
⎨

= − ∈⎩

R
R

( , ; ,0) ( , )x t K x tξ ξΓ = −
2( )

241 , 0,
2

x
a te t

a t

ξ

π

−−
= >

当 时， 在广义函数意义下以 为极限。0t → + ( , )K x tξ− ( )xδ ξ−



五、基本解的性质

(1).当 时 ( , ; , ) 0.x t ξ τΓ >t τ>
(2). ( , ; , ) ( , ; , ).x t t xξ τ ξ τΓ = Γ

( , ; , ) 1.x t dξ τ ξ
∞

−∞
Γ =∫

(3).当 时,t xτ> ∈R

证明：当 时t τ>

( , ; , )x t dξ τ ξ
∞

−∞
Γ∫

2( )
24 ( )1

2 ( )

x

a te d
a t

ξ

τ ξ
π τ

−

−
−∞

−∞
=

− ∫
21 , ,

2
xe d

a t
η ξη η

π τ
∞ −

−∞

−⎛ ⎞= =⎜ ⎟−⎝ ⎠∫
1.=



2
2

2( , ; , ) ( , ; , ) 0,x t a x t
t x

ξ τ ξ τ∂ ∂
Γ − Γ =

∂ ∂

(4).当 时, ,t xτ ξ> ∈R

2
2

2( , ; , ) ( , ; , ) 0,x t a x tξ τ ξ τ
τ ξ
∂ ∂

Γ =
∂ ∂

+Γ

(5).当 时( ) ( )x Cϕ ∈ R

0
lim ( , ; ,0) ( ) ( ).
t

x t d xξ ϕ ξ ξ ϕ
∞

−∞→ +
Γ =∫

(6).当 时， 无穷次连续可微，且有估计( , ) ( , )x t ξ τ≠ ( , ; , )x t ξ τΓ

( , ; , ) , ,Mx t t
t

ξ τ τ
τ

Γ ≤ >
−

其中M为常数。



六、利用基本解求解热传导方程初值问题的解

通过将已知函数分解为点热源的和，并利用叠加原

理，我们可以从基本解导出热传导方程初值问题解的

Poisson公式。我们将在下节说明这种思想和方法。



§1.5 半无界问题

一、Poisson公式的物理意义

2
2

2 0, , 0,

( ,0) ( ), .

u ua x t
t x
u x x xϕ

⎧∂ ∂
− = ∈ >⎪

∂ ∂⎨
⎪ = ∈⎩

R

R

对于一维热传导方程初值问题：

有Poisson公式：

(1)

2( )
24

1( , ) ( )
2

x

a tu x t e d
a t

ξ

ϕ ξ ξ
π

−∞ −

−∞
= ∫

( ) ( , ; ,0) ,x t dϕ ξ ξ ξ
∞

−∞
= Γ∫ (2)

1( , ],i i
i

ξ ξ
∞

−
=−∞

= ∪R

将无穷杆分割成长度为 的小段ξΔ



则(2)式可表为

1

( , ) ( ) ( , ; ,0)i

ii

u x t x t d
ξ

ξ
ϕ ξ ξ ξ

−

∞

=−∞

= Γ∑ ∫

( ) ( , ; ,0)i i
i

x tϕ ξ ξ ξ
∞

=−∞

≈ Γ Δ∑
这里 在 时， 为 段含有的

热量，而 表示初始时刻，在 处含有一个单位热量的

无穷长杆在无热源的热传导过程中的温度分布，因此

1( , ],i i iξ ξ ξ−∈ 1cρ =
( , ; ,0)ix t ξΓ

( )iϕ ξ ξΔ

iξ
1( , ]i iξ ξ−

( ) ( , ; ,0) ,i ix tϕ ξ ξ ξΓ Δ

(3)

表示初始时刻，在 处含有 个单位热量的无穷长杆在无热

源的热传导过程中的温度分布。而(3)式表明， 可表为所有

小段杆拥有的热量在无热源的热传导方程中的温度分布的叠加。

iξ ( )iϕ ξ ξΔ
( , )u x t



ξΔ 1iξ − iξ

1( )iϕ ξ ξ− Δ ( )iϕ ξ ξΔ 1( )iϕ ξ ξ+ Δ 2( )iϕ ξ ξ+ Δ含有热量：

引起温度分布：

1 1( ) ( , ; ,0)i ix tϕ ξ ξ ξ− −Γ Δ
( ) ( , ; ,0)i ix tϕ ξ ξ ξΓ Δ

1 1( ) ( , ; ,0)i ix tϕ ξ ξ ξ+ +Γ Δ

( , ) ( ) ( , ; ,0)i i
i

u x t x tϕ ξ ξ ξ
∞

=−∞

≈ Γ Δ∑

2
2

2

1

1

0, , 0,

( ), ( , ],
( , 0)

0, ( , ].
i i

i i

u ua x t
t x

x x
u x

x
ϕ ξ ξ

ξ ξ
−

−

⎧ ∂ ∂
− = ∈ >⎪ ∂ ∂⎪

⎨ ∈⎧⎪ = ⎨⎪ ∉⎩⎩

R



二、半无界问题解法1——Green函数法

利用Poisson公式的物理意义，我们可以求解以下半无界问题：
2

2
2 0, 0, 0,

( ,0) ( ), 0,
(0, ) 0, 0.

u ua x t
t x
u x x x
u t t

ϕ

⎧∂ ∂
− = > >⎪ ∂ ∂⎪

⎨ = ≥⎪
⎪ = ≥⎩

首先，对一端温度保持为0的半无界杆，构造单位点热源所产生的温度分

布，即求解以下半无界问题：

2
2

2 0, 0, 0,

( ,0) ( ), 0,
(0, ) 0, 0.

u ua x t
t x
u x x x
u t t

δ ξ

⎧∂ ∂
− = > >⎪ ∂ ∂⎪

⎨ = − ≥⎪
⎪ = ≥⎩

其中 为固定。0ξ >
按对称开拓原理，把初值 关于 作奇延拓，即在
处放置一个单位热汇 并求解无穷杆上的初值问题：

( )xδ ξ− 0x = x ξ= −
( )xδ ξ− +

(4)



2
2

2 0, , 0,

( ,0) ( ) ( ), .

u ua x t
t x

u x x x xδ ξ δ ξ

⎧ ∂ ∂
− = ∈ >⎪

∂ ∂⎨
⎪ = − − + ∈⎩

R

R

由线性叠加原理或前面的讨论可得，这一问题之解可表为：

( , ; ,0) ( , ; ,0) ( , ; ,0).G x t x t x tξ ξ ξ= Γ −Γ −
将 限制在 上，我们就得到了一端为温度0的半无

界杆上单位热源所产生的温度分布函数。

( , ; ,0)G x t ξ 0x ≥

重复前面的讨论可得半无界问题的解表达式为：

0
( , ) ( , ; ,0) ( )u x t G x t dξ ϕ ξ ξ

∞
= ∫

0
( ( , ; ,0) ( , ; ,0)) ( ) .x t x t dξ ξ ϕ ξ ξ

∞
= Γ −Γ −∫

方法总结：把求解热传导方程具有任意初始条件的解的问题归结为
求满足齐次边界条件 时单位点热源所产生的温度分布函
数 的问题，我们把这个函数 称为相应的
半无界问题的Green函数，把这种求解方法称为Green函数法。

(0, ) 0u t =
( , ; ,0)G x t ξ ( , ; ,0)G x t ξ



三、半无界问题解法2——对称延拓法

类似于弦振动方程半无界问题的解法，我们可以用对称延拓方法求解
热传导方程的半无界问题。

对于热传导方程的半无界问题：
2

2
2 ( , ), 0, 0,

( ,0) ( ), 0,
(0, ) 0, 0.

u ua f x t x t
t x

u x x x
u t t

ϕ

⎧∂ ∂
− = > >⎪ ∂ ∂⎪

⎨ = ≥⎪
⎪ = ≥⎩

( ), 0,
( )

( ), 0;
x x

x
x x

ϕ
ϕ

ϕ
≥⎧

= ⎨− − <⎩
( , ), 0, 0,

( , )
( , ), 0, 0;
f x t x t

f x t
f x t x t

≥ ≥⎧
= ⎨− − < ≥⎩

作 与 的奇延拓：( )xϕ ( , )f x t



2
2

2 ( , ), , 0,

( ,0) ( ), ,

u ua f x t x t
t x

u x x xϕ

⎧∂ ∂
− = ∈ >⎪

∂ ∂⎨
⎪ = ∈⎩

R

R
由于 及 关于 为奇函数，因此， 关于 也
为奇函数，自然有

构造热传导方程的Cauchy问题：

因此：

( )xϕ ( , )f x t ( , )u x tx x

(0, ) 0.u t =

( , ) ( , ), 0.u x t u x t x= ≥

由热传导方程的Cauchy问题的求解公式得

2( )
24 ( )

0

1 1 ( , ) ,
2

x

a t
t

d f e d
a t

ξ

ττ ξ τ ξ
π τ

−

−
−∞

−∞
+

−∫ ∫

2( )
24

1( , ) ( )
2

x

a tu x t e d
a t

ξ

ϕ ξ ξ
π

−∞ −

−∞
= ∫



2( )
24 ( )

0

1 1 ( , )
2

x

a t
t

d f e d
a t

ξ

ττ ξ τ ξ
π τ

−

−
−∞

−∞
+

−∫ ∫

2( )
24

1( , ) ( )
2

x

a tu x t e d
a t

ξ

ϕ ξ ξ
π

−∞ −

−∞
= ∫

因此当 时0x ≥

2 2( ) ( )
2 24 4

0

0

1 ( ) ( )
2

x x

a t a te d e d
a t

ξ ξ

ϕ ξ ξ ϕ ξ ξ
π

− −∞ − −

−∞

⎡ ⎤
= +⎢ ⎥

⎣ ⎦
∫ ∫

2 2( ) ( )
2 24 ( ) 4 ( )

0

0 0

1 1 ( , ) ( , )
2

x x

a t a t
t

d f e d f e d
a t

ξ ξ

τ ττ ξ τ ξ ξ τ ξ
π τ

− −

− −
− −∞

−∞

⎡ ⎤
+ +⎢ ⎥

− ⎣ ⎦
∫ ∫ ∫

2 2( ) ( )
2 24 4

0

1 ( )
2

x x

a t a te e d
a t

ξ ξ

ϕ ξ ξ
π

− +∞ − −⎡ ⎤
= −⎢ ⎥

⎣ ⎦
∫

2 2( ) ( )
2 24 ( ) 4 ( )

0 0

1 1 ( , )
2

x x

a t a t
t

d f e e d
a t

ξ ξ

τ ττ ξ τ ξ
π τ

− +

− −
− −∞ ⎡ ⎤

+ −⎢ ⎥
− ⎣ ⎦

∫ ∫



0 0
( , )( ( , ; , ) ( , ; , ))

t
d f x t x t dτ ξ τ ξ τ ξ τ ξ

∞
+ Γ −Γ −∫ ∫

0
( , ; ,0) ( )G x t dξ ϕ ξ ξ

∞
= ∫

0
( ( , ; ,0) ( , ; ,0)) ( ) .x t x t dξ ξ ϕ ξ ξ

∞
= Γ −Γ −∫

0 0
( , ) ( , ; , ) ,

t
d f G x t dτ ξ τ ξ τ ξ

∞
+∫ ∫

这里 为Green函数：( , ; , )G x t ξ τ
( , ; , ) ( , ; , ) ( , ; , )G x t x t x tξ τ ξ τ ξ τ= Γ −Γ −

( )

2 2( ) ( )
2 24 ( ) 4 ( )1 ,

2

x x

a t a te e
a t

ξ ξ

τ τ

π τ

− +

− −
− −⎡ ⎤

= −⎢ ⎥
− ⎣ ⎦

( )

2( )
24 ( )1( , ; , ) ,

2

x

a tx t e
a t

ξ

τξ τ
π τ

−

−
−

Γ =
−



一般热传导方程的Green函数：

是指在广义意义下满足

2 ( , ), , 0,

( ,0) 0, ,
.

u a u x t x t
t

u x x

δ ξ τ∂⎧ − Δ = − − ∈Ω >⎪ ∂⎪
⎨ = ∈Ω⎪
⎪⎩ 齐次边界条件

的局部可积函数。



作 业

• Page  176,  8 (4) ；

• Page  178,  8 (3) （选做）



§2.混合问题

§2.1 有界杆的热传导问题

一、问题

求解一维热传导方程混合问题：

注意问题中的边界条件为齐次。

2
2

2 ( , ), 0 , 0,u ua f x t x l t
t x

∂ ∂
− = < < >

∂ ∂
　

( ,0) ( ), 0 ,u x x x l

(1)

ϕ= ≤ ≤
(0, ) 0, 0,u t t

(2)

(3)= ≥
( , ) 0, 0.u l t t= ≥ (4)



二、分离变量法
1.导出特征问题

将变量分离形式解 代入方程(1)对应的齐次方程得( , ) ( ) ( )u x t X x T t=
2( ) ( ) ( ) "( ) 0,T t X x a T t X x′ − =

除以 得：
2 ( ) ( )a X x T t

(5)2

( ) "( ) .
( ) ( )

T t X x
a T t X x
′

=

(5)中，左式仅依赖于 ，它与 无关，而右式则相反，由二式相等

知它们与 均无关，因而为常数，记作 于是得：
t x

,x t ,λ−
"( ) ( ) 0,X x X xλ+ =

由(3)(4)得：
(0) ( ) ( ) ( ) 0.X T t X l T t= =

由于我们所关心的是问题的非零解，因此 ，由(8)得

(6)

(8)

(0) ( ) 0.X X l= =

( ) 0.T t ≠

(9)

(6)(9)构成一个特征问题。



2.解特征问题

"( ) ( ) 0,X x X xλ+ =
(0) ( ) 0.X X l

(6)

= =

对于特征问题(6)(9)

{
由第二章定理4.1知，其所有特征值均为正数，因此(6)有通解：

(9)

1 2( ) cos sin ,X x C x C xλ λ= +

由(9)得：

1 0,C =

2 sin 0.C lλ =

所以： , 1, 2, .l n nλ π= =
2

, 1, 2, .n
n n
l
πλ ⎛ ⎞= =⎜ ⎟

⎝ ⎠
对应特征函数为：

从而得：

( ) sin , 1,2, .n
nX x x n
l
π

= =



其中

3.特征展开

令： ( , )u x t
1

( )sin ,n
n

nT t x
l
π∞

=

=∑

代入方程及初始条件得：

0

2 ( )sin ,
l

n
nx xdx

l l
πϕ ϕ= ∫

0

2( ) ( , )sin ,
l

n
nf t f x t xdx

an l
π

π
= ∫

( , )f x t
1

( )sin ,n
n

nf t x
l
π∞

=

=∑
( )xϕ

1

sin ,n
n

n x
l
πϕ

∞

=

=∑

2

1 1 1

( )sin ( )sin ( )sin ,n n n
n n n

n n nT t x a T t x f t x
l l l
π π π∞ ∞ ∞

= = =

′ + =∑ ∑ ∑

1 1

(0)sin sin ,n n
n n

n nT x x
l l
π πϕ

∞ ∞

= =

=∑ ∑{



比较系数得：

2( ) ( ) ( ), 0,n n nT t a T t f t t′ + = >

(0) ,n nT ϕ={
4.求解

(10)

求解(10)得
( ) ( )2 2

( )

0
( ) ( ) ,

n a n a
l l

tt t
n n nT t e f e d

π π τϕ τ τ− − −= + ∫
于是得：

1
( , ) ( )sinn

n

nu x t T t x
l
π∞

=

=∑
( ) ( )2 2

( )

0
1

( ) sin .
n a n a

l l
tt t

n n
n

ne f e d x
l

π π τ πϕ τ τ
∞

− − −

=

⎛ ⎞= +⎜ ⎟
⎝ ⎠∑ ∫



二、分离变量法步骤总结

Step1.令 适合方程及边界条件，得特征问题。( , ) ( ) ( )u x t X x T t
Step2. 解特征问题，求出所有特征值和特征函数，并求出相应的

Step3.将所有的变量分离形式的特解叠加起来，并利用初值定出所有

待定常数。

=

( ).T t

1.齐次问题：



2.分离变量法一般求解步骤

Step1.边界条件齐次化。

Step2.将 代入方程对应的齐次方程及边界条件，

得特征问题。

Step4. 特解展开，将问题中所有的已知、未知函数用特征函数展开。

代入方程及初始条件建立 所满足的常微分方程定解问题。

( , ) ( ) ( )v x t X x T t

Step3. 解特征问题，求出所有特征值和特征函数

=

, ( ).n nX xλ

作函数变换

1 1 2 2( , ) ( , ) ( ) ( ) ( ) ( ),v x t u x t P x g t P x g t= + +
满足齐次边界条件。( , )v x t

1 2

1 2

, 0,
( )

( ), 0.
i i

i
i i

a x b
P x

x a x b
β β
β β

+ + >⎧
= ⎨ + = =⎩

其中

Step5. 求解 即得问题之解，从而由得原问题之解。( )nT t

( )nT t



六、非齐次问题处理法

1.带非齐次边界条件问题

方法：边界条件齐次化

2
2

2 0, 0 , 0,u ua x l t
t x

∂ ∂
− = < < >

∂ ∂
( ,0) ( ), 0 ,u x x x lϕ= ≤ ≤
( ,0) ( ), 0 ,tu x x x lψ= ≤ ≤

1 1 2(0, ) (0, ) ( ), 0,xu t u t g t tα β− + = ≥
2 2 2( , ) ( , ) ( ), 0.xu l t u l t g t tα β+ = ≥

对于问题：

作函数变换

1 1 2 2( , ) ( , ) ( ) ( ) ( ) ( ),v x t u x t P x g t P x g t= + +
其中 是关于 的次数不超过二次的多项式。1 2( ), ( )P x P x x

满足齐次边界条件，即：( , )v x t
1 1(0, ) (0, ) 0, 0,xv t v t tα β− + = ≥

2 2( , ) ( , ) 0, 0.xv l t v l t tα β+ = ≥

(15)
(16)

(18)

(19)

(17)



2.非齐次方程情形

将(17)代入(18)(19)并利用(15)(16)，根据 的多项式假设，
可用待定系数法确定 的系数，从而确定函数变换(17).

1 2( ), ( )P x P x
1 2( ), ( )P x P x

于是问题转化为以下形式的带齐次边界条件的非齐次方程定解问题。
2

2
2 ( , ), 0 , 0,v va f x t x l t

t x
∂ ∂

− = < < >
∂ ∂

( ,0) ( ), 0 ,v x x x lϕ= ≤ ≤
( ,0) ( ), 0 ,tv x x x lψ= ≤ ≤

1 1(0, ) (0, ) 0, 0,xv t v t tα β− + = ≥
2 2( , ) ( , ) 0, 0.xv l t v l t tα β+ = ≥

Step1.将 代入方程(20)对应的齐次方程及边界条

件，得特征问题。

( , ) ( ) ( )v x t X x T t

Step2. 解特征问题，求出所有特征值和特征函数

Step3. 特解展开，将问题中所有的已知、未知函数用特征函数展开。

=
步骤：

, ( ).n nX xλ

(20)

(21)

(22)

(23)

(24)

取法：1 2( ), ( )P x P x
1 2

1 2

, 0,
( )

( ), 0.
i i

i
i i

a x b
P x

x a x b
β β
β β

+ + >⎧
= ⎨ + = =⎩



1
( , ) ( ) ( ),n n

n
f x t X x f t

∞

=

=∑

1
( ) ( ),n n

n
x X xϕ ϕ

∞

=

=∑
1

( ) ( ),n n
n

x X xψ ψ
∞

=

=∑

1
( , ) ( ) ( ),n n

n
v x t X x T t

∞

=

=∑

其中

0

2

0

( , ) ( )
( ) ,

( )

l

n
n l

n

f x t X x dx
f t

X x dx
= ∫

∫

0

2

0

( ) ( )
,

( )

l

n
n l

n

x X x dx

X x dx

ϕ
ϕ = ∫

∫
0

2

0

( ) ( )
.

( )

l

n
n l

n

x X x dx

X x dx

ψ
ψ = ∫

∫
将它们代入(20)(21)(22)即得 所满足的常微分方程定解问题。( )nT t

Step4. 求解 即得问题(20)-(24)之解，从而由(17)得原问题之解。( )nT t



分离变量法求解步骤

Step1.边界条件齐次化。

Step2.将 代入方程(20)对应的齐次方程及边界条

件，得特征问题。

Step4. 特解展开，将问题中所有的已知、未知函数用特征函数展开。

代入方程及初始条件建立 所满足的常微分方程定解问题。

( , ) ( ) ( )v x t X x T t

Step3. 解特征问题，求出所有特征值和特征函数

=

, ( ).n nX xλ

作函数变换

1 1 2 2( , ) ( , ) ( ) ( ) ( ) ( ),v x t u x t P x g t P x g t= + +
满足齐次边界条件。( , )v x t

1 2

1 2

, 0,
( )

( ), 0.
i i

i
i i

a x b
P x

x a x b
β β
β β

+ + >⎧
= ⎨ + = =⎩

其中

Step5. 求解 即得问题(20)-(24)之解，从而由(17)得原问题之解。( )nT t

( )nT t



作 业

• Page 176,  9  (1),  (6)。



• 极值原理－讨论的是方程的解的最大值和最小值

的分布位置；

• 最大模估计－方程的解的绝对值的上界估计，它

在偏微分方程理论中具有基本的重要的作用。得到

最大模估计的常用方法是利用极值原理。

§3 极值原理与最大模估计



• 从实际问题中看极值原理：

设有一物体，内部没有热源，则该物体的温度的最

大值和最小值必在初始时刻或在该物体的边界上取

到。

可以设想：一块0℃的冰，放在0℃到10℃的空气

中，这块冰内部的温度，永远不会超过10℃，也不

会低于0℃。

其原因是：热量总是从温度高的地方流向温度低的

地方。因此，温度高的点有温度降低的趋势，温度

低的点有温度升高的趋势，（如果没有热量流

入）。



• 数学表述：

  Ω设 为物体占据的空间区域， 0,  (0 )TT T> Ω = Ω× ， ，

2,1( , ) ( ) C ( ),  T Tu x t u C∈ Ω Ω∩是物体的温度，且 满足

0,    ( , ) ,t Tu u x t−Δ = ∈Ω

则 max max ,
P TT

u u
∂ ΩΩ

=

( ) { }( )[0, ] 0 ,p T T∂ Ω = ∂Ω× Ω×∪

  TΩ称为 的抛物型边界。

T

x

t

TΩ

min min ,
P TT

u u
∂ ΩΩ

=

其中，

∂Ω

p T∂ Ω

Ω
0



§3.1 弱极值原理

{ }( , ) |  0  0Q x t x l t T= < < < ≤， ，记

{ }( , )  |  0,    0.pQ x t Q x x l tΓ = ∂ = ∈∂ = = =或 ，或 ，

T

x

t

0Lu f= ≤

l0

2  ( 0 )t xxLu u a u a= − >， 常数

定理 3.1：（弱极值原理）

2,1 (Q) C (Q)u C∈ ∩设　 ，

 0 ,Lu f Q= ≤且 于

则 max max  
Q

u u
Γ

= 。

注： 0 f ≤ 表示吸热，

因此不会使内部温度升高。



证明：因为 是有界闭集，而 故 在 上

的最大值存在。 下面分两种情况来证明最大值必在抛物型

边界上取到。

Q (Q)u C∈ ， u Q

  0  1 f Q< 于情 ：形 。     u Q −Γ此时， 不能在 内取最大值。

0 0( , )   x t否则，存在 ，使得：

0 0( , ) max ,
Q

u x t u=

0 0 0 ,  0 ,x l t T< < < ≤且
T

x

t
0 0( , )x t

l0

令： 0( ) ( , ) (0 ),x u x t x lϕ ≡ < <

则：
0( )   ,x x xϕ =在 取到最大值

0( ) ( , ) (0 ),t u x t t Tψ ≡ < ≤

0( )   ,t t tψ =在 取最大值

0t

0x



0 0 00 ( ) ( , ),xxx u x tϕ′′≥ =

0 0 00 ( ) ( , ),tt u x tψ≥ =

从而：

于是： ( )
0 0 0 0

2
, ) , )( (

0.t xxx t x t
Lu u a u= − ≥

但由假设： 0,    .Lu f Q= < 于

这就得出矛盾。

         u Q Γ在 中的最大值只能在 内取到，从而

max max  
Q

u u
Γ

= 。

0 0 00= ( ) ( , ),xx u x tϕ′ =

所以



  0  2 f Q≤ 于情 ：形 。

  1  v对 用情形 的结论，就有

 0   ,   v u tε ε> = −对任意的 ，令 则

此时，通过适当的函数变换，可以化为情形1。
2,1(Q) C (Q)v C∈ ∩ ，

0 ,t xx t xxLv v av u au f Qε ε= − = − − = − <且 于

max max  
Q

v v
Γ

= 。

而 ( )max max max max
Q Q Q Q

u v t v tε ε= + ≤ +

maxv Tε
Γ

≤ +

( )max max max .v u t u Tε ε
Γ Γ Γ

= − ≤ +



max max 2 .
Q

u u Tε
Γ

≤ +

0,  .

所以，

ε →令 就得到 max max .
Q

u u
Γ

≤

另一方面，      QΓ⊂因为 总有，

max max .
Q

u u
Γ

≥

所以， max max .
Q

u u
Γ

= 证毕。

注1：上面证明中，所用的函数 称为辅助函

数，这一证明方法称为辅助函数法，它是偏微分方程理

论中经常使用的一种技巧。

v u tε= −



注：还可以进一步证明，如果 的最大值在 中

的某点 取到，则 在 中

必恒等于常数。

u Q−Γ
u { }0( , )  0 , 0x t x l t t≥ ≥ ≥ ≥　| 　0 0( , )x t

T

x

t
0 0( , )x t

l0

0t

0 0( , ) ( , )u x t u x t

这个结论比定理3.1要强，

因此定理3.1称为弱极值

原理。

≡



推论1： 2,1 (Q) C (Q)u C∈ ∩设　 ， 0 ,Lu f Q= ≥且 于

min min  
Q

u u
Γ

= 。

则 在 上的最小值必在抛物边界 上

取到，即

u Q Γ

0 ,Lu Q=如果 于

则 在 上的最大值与最小值都必在抛物边界

上取到。

u Q Γ

证明：   v u= −作变换 ， 则 2,1(Q) C (Q)v C∈ ∩设　 ，

0 ,Lv f Q= − ≤且 于 由定理3.1： max max .
Q

v v
Γ

=



即 max( ) max( ),
Q

u u
Γ

− = −

而 max( ) min ,
QQ

u u− = − max( ) max ,u u
Γ Γ

− = −

所以 min min ,
Q

u u
Γ

− = −

于是 min min .
Q

u u
Γ

=

因此，推论1的第一部份结论成立，再结合定

理3.1，就得出推论1的第一部份结论。

证毕



推论2：（比较原理）

2,1 (Q) C (Q)u v C∈ ∩设　、 ，

 ,  ,Lu Lv Q≤ 于

,  w u v证明： = −令　

 ,  ,u v≤ Γ于{ ,  ,u v Q且 则 ≤ 于

T

x

t

Lu Lv≤

l0

u v≤

 0 ,Lw Lu Lv Q= − ≤则 于

 0,  ,w ≤ Γ于

由定理1.3，max max
Q

w w
Γ

= 0.≤

所以， 0 ,w Q≤ 于 即，   u v Q≤ 于 。 证毕。



注：由推论2的证明，我们得到一个更常用的结论，即

2,1(Q) C (Q)u C∈ ∩设　 ，

0,  ,Lu Q≤ 于

0,  ,u ≤ Γ于
且 则 0 ,u Q≤ 于{

注意1：

注意2：

若  0 x l≤ ≤ 换为 c ,x d≤ ≤ 相应的极值原

及其推论同样成立。

一般来说，热传导方程和位势方程都有相应的

极值原理，而波动方程没有极值原理。



作业： Page 179,  16.



§3.2 第一边值问题解的最大模估计

{ }( , ) |  0  0Q x t x l t T= < < < ≤， ，

2  ( 0 )t xxLu u a u a= − >， 常数

考虑第一边值问题：

,     ( , ) ,

记

Lu f x t Q= ∈

( ,0) ( ),     0 ,u x x x lϕ= ≤ ≤

1 2(0, ) ( ),     ( , ) ( ),      0 ,u t g t u l t g t t T= = ≤ ≤

T

x

t

l0

Lu f=1u g=
2u g=

u ϕ=

记

{ }1 2[0, ] [0, ] [0, ]
max max | | , max | |, max | |

l T T
B g gϕ≡

sup | | ,
Q

F f≡

(3.4)



定理 3.2： 2,1( ) ( )u C Q C Q∈ ∩设　 ，

max | |
Q

u FT B≤ + 。

T

x

t

Lu f=

l0

1u g=
2u g=

u ϕ=

且是边值问题（3.4）的解，则

sup | | ,
Q

F f≡

{ }1 2[0, ] [0, ] [0, ]
max max | | , max | |, max | |

l T T
B g gϕ≡

证明：通过构造适当的辅助函数与问题的解作比较，

再用比较原理得出结论。

其中

,F = +∞如果 定理自然成立。所以我们只需考虑

F < +∞ 的情况。



    ,u v± ≤ Γ于

( )      ,L u f Lv Q± = ± ≤ 于{
找 ,v 使得：

2,1(Q) C (Q)v C∈ ∩ ， 且

则由比较原理，得     ,u v Q± ≤ 于

从而 | |       u v Q≤ 于 。

取 ,v Ft B= + 则

2
xxv sup | | ( )     ,t

Q
Lv v a F f f L u Q= − = = ≥ ± = ± 于

    ,v B u≥ ≥ ± Γ于

所以 v Ft B= + 满足要求，且 | |    u v FT B Q≤ ≤ + 于 。



推论 1：
T

x

t

Lu f=

l0

1u g=
2u g=

u ϕ=

2,1(Q) C (Q)C ∩

边值问题（3.4）的

在 的解，连续

依赖于 1 2  f g gϕ 和、 、 　 。

1 2u u、即，若 为（3.4）在
2,1(Q) C (Q)C ∩

1

中分别对应于

非齐次项 f 初值 1ϕ

边值 1,1   g 　

2ϕ 、和 2  f 、 和

1,2g和 及 2,1  g 2,2 , g和 则

1 2 1 2max | | sup | |
Q Q

u u T f f− ≤ −

{ }1 2 1,1 1,2 2,1 2,2[0, ] [0, ] [0, ]
max max | | , max | |, max | |

l T T
g g g gϕ ϕ+ − − −



T

x

t

l0

证明：令 1 2,w u u= −

1 2Lw f f

再应用定理3.2的最大模估计即可。

= −1,1 1,2w g g= − 2,1 2,2w g g= −

1 2w ϕ ϕ= −
推论 2：

2,1(Q) C (Q)C ∩

边值问题（3.4）

在 的解

是唯一的。

证明：直接由推论1得出。



作业：Page 178,  13。



§3.3 第二、三边值问题解的最大模估计

第二、三边值问题可以写成统一的形式：

,     ( , ) ,Lu f x t Q= ∈

( ,0) ( ),     0 ,u x x x lϕ= ≤ ≤

1
0

( ) ( ),    0 ,
x

u t u g t t T
x

α
=

∂⎡ ⎤− + = ≤ ≤⎢ ⎥∂⎣ ⎦
(3.6)

2( ) ( ),    0 ,
x l

u t u g t t T
x

β
=

∂⎡ ⎤+ = ≤ ≤⎢ ⎥∂⎣ ⎦

其中： ( ) 0,tα ≥ ( ) 0 tβ ≥ 。当 ( ) ( ) 0,t tα β≡ ≡

（3.6）就是第二类边值问题。



T

x

t

l0

引理3.3：

0Lu ≥( ) 0xu t uα− + ≥

0u ≥

0,1 2,1(Q) C (Q)u C∈ ∩ 且为（3.6）的解，

则 0    u Q≥ 于 。

0 0f ϕ≥ ≥、 、设 1 2 0 g g≥ ≥0、 ；

( ) 0xu t uβ+ ≥

由定理的条件，可利用

弱极值原理的推论，知

在 中的最小值在 的抛物型边界 上取到。再

用 上的条件，来讨论最小值分别在三条直线段上取到

的情况，就可得出引理的结论。

u

证明思路：

Q Q Γ
Γ



证明： 分两种情况来证明。

情形1： [ ] 0( ) >0,    0 ,x xu t u t Tα
=

− + ≤ ≤

[ ]( ) >0,    0 ,x x lu t u t Tβ
=

+ ≤ ≤{
0,1 2,1 2,1(Q) C (Q) (Q) C (Q)u C C∈ ⊃∩ ∩ ，因

且 0    Lu Q≥ 于 。根据弱极值原理的推论1，知：

存在 0 0( , ) ,x t ∈Γ 使得 0 0min ( , )
Q

u u x t= 。

要证： 0 0( , ) 0u x t ≥ 。

①，如果 0 0,t = 则由初值条件得 0 0 0( , ) ( ,0) 0u x t u x= ≥ 。



0 0,x =②，如果

0 0 0(0, ) ( ) (0, ) 0,xu t t u t

则由边界条件得

α− + > T

x

t

l0

0Lu ≥

( ) 0xu t uα− + >

0u ≥

( ) 0xu t uβ+ >因为函数 0( , )  (0 )u x t x l≤ ≤　

0 0x x= = 取到最小值， 故

0(0, ) 0xu t ≥ 。 所以，由上式得：

0 0( ) (0, ) 0,t u t

在

α > 0( ) 0,t而由已知条件 α >0( ) 0,t 因此必有α ≥

从而必有 0(0, ) 0,u t > 0 0( , ) 0u x t > 。

0 1,x

这就是

=③，如果 0 0 0(1, ) ( ) (1, ) 0,xu t t u t则由边界条件得 β+ >

因为函数 0( , )  (0 )u x t x l≤ ≤　 0 1x x在 = =

故 0(0, ) 0xu t ≤ 。 所以， 0 0( ) (1, ) 0,t u t

取到最小值，

β > 0( ) 0,t再由 β ≥

得 0( )>0tβ 及 0 0 0( , ) (1, ) 0u x t u t= > 。



情形2： [ ] 0( ) 0,    0 ,x xu t u t Tα
=

− + ≥ ≤ ≤

[ ]( ) 0,    0 ,x x lu t u t Tβ
=

+ ≥ ≤ ≤{
v u zε≡ +
对任意的 >0ε ，

0ε → ，

使得函数

满足情形1的条件。如果这样的函数 z 已经找到，

则由情形1证明的结果，得：

0,    v u z Qε≡ + ≥ 于 。

在上式中，令 就得所要证的结果：

0,    u Q≥ 于 。

找一个与 无关的辅助函数 ( , ),z x tε

下面来找 ( , )z x t ，v u zε≡ + 要满足下述条件：



,     ( , )  Lu Lz x t Qε= + ∈ ；

( ,0) ( ,0),     0  u x z x x lε= + ≤ ≤ ；

[ ] 0
0< ( )x x

v t vα
=

− +

0 Lv≤

0 ( ,0)v x≤

[ ] [ ]0 0
( ) ( ) ,   0x xx x

u t u z t z t Tα ε α
= =

= − + + − + ≤ ≤ ；

[ ]0< ( )x x l
v t vα

=
+

[ ] [ ]( ) ( ) ,   0x xx l x l
u t u z t z t Tα ε α

= =
= + + + ≤ ≤ ；

利用 u 满足的条件，为使上式成立，满足的条件，为使上式成立，z 只需满足：

0,     ( , )  Lz x t Q≥ ∈ ； ( ,0) 0,     0  z x x l≥ ≤ ≤ ；

[ ] 0
( ) 0,x x

z t zα
=

− + > [ ]( ) 0,   0x x l
z t z t Tα

=
+ > ≤ ≤ 。



( )222z a t x l= + − ，可取为： 事实上，

2
t xxLz z a z= −

( , ) 0,   0 z x t t≥ ≥ ；

[ ] ( )20 0
( ) 2 ( )l

x x x
z t z x t zα α

= =
⎡ ⎤− + = − − +⎣ ⎦

2 22 2a a= − ⋅ 0 = ；

0 l≥ > ；

[ ] ( )2( ) 2 ( )l
x x l x l

z t z x t zβ β
= =

⎡ ⎤+ = − +⎣ ⎦ 0 l≥ > 。

( )222z a t x l= + −于是 满足要求。

引理3.3证毕。



T

x

t

l0

定理3.4：

Lu f=

1( )xu t u gα− + =

u ϕ=

是问题（3.6）的解，

则 max | | ( ) 
Q

u C F B≤ + 。

2( )xu t u gβ+ =证明思路：

0,1 2,1( ) ( )u C Q C Q∈ ∩设

sup | | ,
Q

F f≡

{ }1 2[0, ] [0, ] [0, ]
max max | | , max | |, max | | ,

l T T
B g gϕ≡

其中，

和常数 C 只依赖于  a l、 T 。

找一个辅助函数 ( , ),w x t
使得函数 v w u≡ ± 满足引理3.3的条件，

0,   ( , ) ,v w u x t Q= ± ≥ ∈

从而 max | | max ,
Q Q

u w≤ 这就得出了最大模估计。

则由引理3.3，得：



证明：

令 ,v w u= ±

满足引理3.3的条件，

若 ,F = +∞ 定理自然成立。

所以，我们只需考虑 F < +∞ 的情况。

（两个函数写在一起）， ( , )w x t 待定。

我们要选取适当的 ( , ),w x t 使得函数 ( , )v x t

也即
0,1 2,1(Q) C (Q),v C∈ ∩

且满足下述四个不等式：



Lu Lw= ± +

( ,0) ( ,0)u x w x= ± +

[ ] 0
0 ( )x x

v t vα
=

≤ − +

0 Lv≤

0 ( ,0)v x≤

[ ]1 0
( ) ( ) ,   0x x

g t w t w t Tα
=

= + − + ≤ ≤ ；

[ ]0 ( )x x l
v t vα

=
≤ + [ ] [ ]( ) ( )x xx l x l

u t u w t wα α
= =

= + + +

为使上式成立， w 只需满足：

,     ( , )  Lw F x t Q≥ ∈ ； ( ,0) ,     0  w x B x l≥ ≤ ≤ ；

[ ] 0
( ) ,x x

w t w Bα
=

− + ≥ [ ]( ) ,   0x x l
w t w B t Tα

=
+ ≥ ≤ ≤ 。

,     ( , )  f Lw x t Q= ± + ∈ ；

( ) ( ,0),     0  x w x x lϕ= ± + ≤ ≤ ；

[ ] [ ]0 0
( ) ( )x xx x

u t u w t wα α
= =

= − + + − +

[ ]2 ( ) ( ) ,   0x x l
g t w t w t Tα

=
= + + ≤ ≤ ；



可取为：

2
t xxLw w a w F= − = ；

( , ) 0,   0 z x t t≥ ≥ ；

[ ] 0
( ) ,x x

z t z lα
=

− + ≥ [ ]( )x x l
z t z lβ

=
+ ≥ 。

1 1w Ft B z
l
⎡ ⎤= + +⎢ ⎥⎣ ⎦

，

( )2
22 2

lz a t x= + − 是在引理3.3的证明中使用过的函数，其中

满足 {
因此，

0,Lz =

( , ) ,   0 w x t B t≥ ≥ ；

[ ] 0
( ) ( )( )x x

B
l z t z t Ft Bα α

=
= − + + +[ ] 0

( )x x
w t wα

=
− +

B
l l B≥ = ；

[ ] 1
( ) ( )( )x x

B
l z t z t Ft Bβ β

=
= + + +[ ]( )x x l

w t wβ
=

+

B
l l B≥ = ；



所以
1 1w Ft B z
l
⎡ ⎤= + +⎢ ⎥⎣ ⎦

满足要求。

因此 v w u= ± 满足引理3.3的条件。 由引理3.3得：

0,  ,v w u Q= ± ≥ 　于

| | ,  ,u w Q≤ 　于
所以

再由 w 的表达式，得：

( ){ }2
21| ( , ) | ( , ) 2 12

lu x t w x t Ft B a t x
l
⎡ ⎤≤ = + + − +⎢ ⎥⎣ ⎦

当 ( , )x t Q∈ 时，

( ){ } ( ) ( )
2

21 2 12
la T Ft B C Ft B

l
⎡ ⎤≤ + + + ≡ +⎢ ⎥⎣ ⎦

定理3.4证毕。
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§3.4 初值问题解的最大模估计

2 ,     ( , ) ,t xxu a u f x t Q− = ∈

( ,0) ( ),   u x x xϕ= −∞ < < +∞　　 。{(3.13)

这里 { }( , ) | , 0Q x t x t T= −∞ < < +∞ < ≤　 　　 。

T

x

t

2
t xxu a u f− =

0 u ϕ=u ϕ=

我们前面已经在 0f ≡ 和

ϕ 有界连续时，用Poisson公式

求出了(3.13)的有界解。本小节

将证明(3.13)的解的最大模估

计，由此可得出(3.13)的有界解

的唯一性和关于 和 的

连续依赖性。

f ϕ



定理 3.5：
则

( , )
sup | | sup | |  sup | |

Q Q
u T f

是问题（3.13）的有界解，

ϕ
−∞ +∞

≤ + 。

证明思路：

2 ,1( ) ( )u C Q C Q∈ ∩设

因为 Q 是无界区域，不好直接证明，我们先在

Q 的有界子区域中证明有关估计，再让该子区域趋向于 Q

得出所要求的估计。

证明：记 sup | |
Q

F f≡ 、
( , )
sup | |ϕ
−∞ +∞

Φ = 、 sup | |
Q

K u= 。

若 F = +∞ 或 ,Φ = +∞

,F
定理3.5自然成立。

< +∞ Φ < +∞。

另外，由题设 u 是有界的，所以也有 K < +∞。

所以，可设



记 { }( , ) |  | | ,  0  LQ x t x L t T≡ < < ≤

T

x

t

2
t xxu a u f− =

0 u ϕ=u ϕ=L− L

LQ

−∞ +∞

我们要证明：

2 2
2| ( , ) | 2Ku x t Ft x a t

L
⎡ ⎤≤ +Φ + +⎣ ⎦。

 ( , ) ,  0Lx t Q L∀ ∈ ∀ > ，对

( )

成立：

∗若 成立， 则对 0 0 ( , ) ,  x t Q∀ ∈

( )∗

0 0 ( , ) ,  Lx t Q∈

当 0| |  L x> 时，

从而由 ( )∗ 得：

Q



2 2
0 0 0 0 0 02| ( , ) | 2       | |Ku x t Ft x a t L x

L
⎡ ⎤≤ +Φ + + ∀ >⎣ ⎦, 。

在上式中令  L →+∞，得：

0 0 0| ( , ) |u x t Ft FT≤ +Φ ≤ +Φ。

0 0( , ) x t因为  Q是 中任意一点， 所以

( , )
sup | | sup | |  sup | |

Q Q
u TF T f ϕ

−∞ +∞
≤ +Φ = + 。

下面我们来证明 ( )∗ 式。

因此，只要证明了 ( )∗ 式，定理3.5就得证。



令
2 2

2( , ) 2 ( , ),   ( , ) L
Kv x t Ft x a t u x t x t Q
L

⎡ ⎤= +Φ + + ± ∈⎣ ⎦

则显然

2 2 2 2
2 2 2t xx t xx

Kv a v F a a u a u
L

⎡ ⎤ ⎡ ⎤− = + − ± −⎣ ⎦ ⎣ ⎦

0,     ,LF f Q= ± ≥ 于

2
2( ,0) 0,   ,Kv x x L x L

L
ϕ ϕ= Φ + ± ≥ Φ ± ≥ − ≤ ≤

( , ) ( , ) 0,   0v L t K u L t t T± = ± ± ≥ ≤ ≤ 。

2,1( ) ( ),L Lv C Q C Q∈ ∩ 且



T

x

t

2 0t xxv a v− ≥

0v ≥L− L

LQ

0v ≥ 0v ≥

由弱极值原理，得 0,      Lv Q≥ 于

2 2
2 2 ( , ) 0,   ( , ) L

KFt x a t u x t x t Q
L

⎡ ⎤+Φ + + ± ≥ ∈⎣ ⎦
所以，

于是， 2 2
2| ( , ) | 2 ,   ( , ) L

Ku x t Ft x a t x t Q
L

⎡ ⎤≤ +Φ + + ∈⎣ ⎦

即 ( )∗ 式成立。 定理3.5证毕。



推论：初值问题（3.13）在

注：

2,1( ) ( )C Q C Q∩

中的有界解是唯一的，

证明：假设（3.13）在
2,1( ) ( )C Q C Q∩ 中有两个有界解，

对这两个解差应用定理3.5的最大模估计，得出这

的差在 中恒等于零。Q

初值问题（3.13）在
2,1( ) ( )C Q C Q∩ 中的解并不是

唯一的！其原因是：在无穷远“边界”上，（3.13）

对解没有限制，即对 的没有限制。如

果要求：存在正常数 与 ，使得

lim ( , )
x

u x t
→±∞
M N
2

| ( , ) | ,    ( , ) ,Nxu x t Me x t Q≤ ∈

则可以证明，这样的解是唯一的。
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本节我们将对一维热传导方程的边值问题建立

能量模估计，即能量不等式。

§3.5 边值问题解的能量模估计

我们仅以下述第一边值问题的情况为例，所用

的方法也适合于其它边值问题。

能量模估计方法与弦振动方程的情况是类似的。



{ }( , ) |  0  0TQ x t x l t T= < < < ≤， ，

2 ,     ( , ) ,t xx Tu a u f x t Q− = ∈

( ,0) ( ),     0 ,u x x x l

记

考虑第一边值问题：

ϕ= ≤ ≤

(0, ) 0,     ( , ) 0,      0 ,u t u l t t T= = ≤ ≤

T

x

t

l0

2
t xxu a u f− =0u = 0u =

u ϕ=

(3.16)

0 0a T> >、 均为常数，

定理 3.6： 1,0 2,1( ) ( )T Tu C Q C Q∈ ∩设　

则下述能量估计成立：

TQ

是（3.16）的解，



T

x

t

l0

2
t xxu a u f− =0u= 0u=

u ϕ=

TQ

2 2 2

0 0 00
sup ( , ) 2 ( , )

l T l

x
t T

u x t dx a u x t dxdt
≤ ≤

+∫ ∫ ∫

( )2 2

0 0 0
( ) ( , )

l T l
M x dx f x t dxdtϕ≤ +∫ ∫ ∫ 。

证明：方程两边乘 u 再在 [0, ] [0, ]l t×
上积分，得

t

( )2 2

0 0 0 0

1
2

l t t l

xxt
u dx a uu dxdt−∫ ∫ ∫ ∫ 0 0

t l
ufdxdt= ∫ ∫

( )2

0 0

1
2

l t

t
u dx∫ ∫

2

0 0

t l

xxa uu dxdt− ∫ ∫

2 2

0 0

1 1( , ) ( ,0)
2 2

l l
u x t dx u x dx= −∫ ∫

( )2 2 2

0 0 0 0

x lt l t

x x x
a u dxdt a uu dx

=

=
= −∫ ∫ ∫

其中 M 只与 T 有关。



2 2

0 0

t l

xa u dxdt= ∫ ∫2

0 0

t l

xxa uu dxdt− ∫ ∫

( )2

0 0

1
2

l t

t
u dx∫ ∫ 2 2

0 0

1 1( , ) ( ,0)
2 2

l l
u x t dx u x dx= −∫ ∫

所以，
2

0

1 ( , )
2

l
u x t dx∫ 2 2

0 0

t l

xa u dxdt+ ∫ ∫
2

0 0

t l
a ufdxdt+ ∫ ∫2

0

1 ( ,0)
2

l
u x dx= ∫

而
0 0

2
t l

ufdxdt∫ ∫ 2 2

0 0 0 0

t l t l
u dxdt f dxdt≤ +∫ ∫ ∫ ∫

2

0 0

t l
u dxdt≤ ∫ ∫

2

0
( , )

l
u x t dx∫ 2 2

0 0
2

t l

xa u dxdt+ ∫ ∫
2 2

0 0 0
( )

l t l
x dx f dxdtϕ

因此

⎡ ⎤+ +⎢ ⎥⎣ ⎦∫ ∫ ∫
[0, ],t T∀ ∈( )∗



代入 ( )∗ 式，得

令
2

0 0
( ) ,

t l
t u dxdtΩ = ∫ ∫

2 2

0 0 0
( ) ( )

l t l
F t x dx f dxdtϕ= +∫ ∫ ∫

则 ( ) ( ) ( ), 0t t F t t T′Ω ≤ Ω + ∀ ≤ ≤　　 ；

(0) 0Ω = 。{
( ) ( ), 0t te t e F t t T− −′⎡ ⎤由第一式， Ω ≤ ∀ ≤ ≤⎣ ⎦ 　　 ；

所以，
0

( ) (0) ( )
tte t e F dτ τ τ− −Ω −Ω ≤ ∫ 0

( ) ( )
t

F t e d F tτ τ−≤ ≤∫
于是， ( ) ( ), 0tt e F t t TΩ ≤ ∀ ≤ ≤　　 。

{



2

0
( , )

l
u x t dx∫ 2 2

0 0
2

t l

xa u dxdt+ ∫ ∫
2 2

0 0 0
(1 ( ) ,)

l t lte x dx f dxdtϕ⎡ ⎤≤ + +⎢ ⎥⎣ ⎦∫ ∫ ∫
[0, ],t T∀ ∈2 2

0 0 0
(1 ( ) ,)

l T lTe x dx f dxdtϕ⎡ ⎤≤ + +⎢ ⎥⎣ ⎦∫ ∫ ∫
分另取左式两项的上确界，就得：

2 2 2

0 0 00
sup ( , ) 2 ( , )

l T l

x
t T

u x t dx a u x t dxdt
≤ ≤

+∫ ∫ ∫
2 2

0 0 0
2(1 ( ) ,)

l T lTe x dx f dxdtϕ⎡ ⎤≤ + +⎢ ⎥⎣ ⎦∫ ∫ ∫
所以定理成立，其中 2(1 )TM e= + 。 定理3.6证毕。



注1：如果在方程两边乘 tu 再在 [0, ] [0, ]l t× 上积分，

我们可以得到进一步的能量模估计：

2 2 2

0 0 00
sup ( , ) 2 ( , )

l T l

x t
t T

a u x t dx u x t dxdt
≤ ≤

+∫ ∫ ∫

[ ]( )2 2
1 0 0 0

( ) ( , ) ,
l T l

M x dx f x t dxdtϕ′≤ +∫ ∫ ∫
其中 1M 只与 T 有关。

上述方法也可用于其它边界条件的边值问题，得出相

应的能量模估计。

注2：
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注：第22题的条件 2,1 ( ),u C Q∈

改为
2 ( ),u C Q∈

这里 (0, ) (0, ] Q l T= × 。



本章讨论位势方程

第四章 位势方程

基本解，

u f−Δ =

Green函数法， 极值原理，

的基本性质及有关技巧，

主要包括：

最大模估计，等等。

术语： 1 2( , , , )nu u x x x= " 为 n 元函数，
2 2 2

2 2 2
1 2 nx x x

∂ ∂ ∂
Δ ≡ + + +

∂ ∂ ∂
" 称为Laplace算子，

2 2 2

2 2 2
1 2

0
n

u u uu
x x x
∂ ∂ ∂

Δ ≡ + + + =
∂ ∂ ∂

"

Laplace方程 0u

称为Laplace方程，

Δ = 的解称为调和函数。



§1 基本解与Green函数

（1），基本解

与热传导方程类似，对于位势方程我们也可以通过广义函数

来定义基本解，它在研究位势方程的研究中起着重要的作用。

①，基本解的定义

定义1.1： 若函数 ( )n
locU L∈ R�

( ), nU x xδ ξ ξ−Δ = − ∈　　 、 R�

在广义函数意义下满足

则称 U 为n维Laplace方程 0uΔ = （或位势方程 ）u fΔ =

的基本解，记为 ( , )x ξΓ 。 注意：这里 ξ 是参量，

都是对于自变量U 的局部可积性及 UΔ x 的。

§1.1 基本解与Green公式



②，基本解的物理意义

⑴，热传导方程的基本解的定义为：
2 ( ), n

tU a U x xδ ξ ξ− Δ = − ∈　　 、 R�
它的物理意义是：位于 的单位点热源在空间产生的温度分布。ξ
当温度趋于平衡，不再随时间而变时，基本解定义的方程化为

2 ( ), na U x xδ ξ ξ− Δ = − ∈　　 、 R�

1,a =不妨设

方程的基本解，可看着是：位于 的单位点热源在空间产生

这就得到Laplace方程的基本解，因此Laplace

ξ

的稳定温度分布。

⑵，位于 的正单位点电荷在空间产生的电位势分布。ξ

⑶，等等。



③，基本解的求法

记 2 2 2
1 2| | nr x x x x= = + + +"

( ) ( ) (| |) ,u x v r v x= =我们要寻求形如

的一些特殊解，如球对称的解。先求Laplace方程 0uΔ =

这样的解在以原点

为心的球面上取常数值，因此称为球对称解。

计算：
2 2 2
1 2

,  i i

i n

x xr
x rx x x
∂

= =
∂ + + +"

( 1,2, )i n= "( ) ( ),  i

i i

xu rv r v r
x x r
∂ ∂′ ′= =
∂ ∂

2

2 2

1 ( ) ( ) ( ) ,  i i i i

i

x x x xu v r v r v r
x r r r r r
∂ ′ ′ ′′= − +
∂



代入方程，得：

0 u= Δ
2

2
1

n

i i

u
x=

∂
=

∂∑ 2
1

1 ( ) ( ) ( )
n

i i i i

i

x x x xv r v r v r
r r r r r=

⎧ ⎫′ ′ ′′= − +⎨ ⎬
⎩ ⎭

∑
1( ) ( )nv r v r

r
−′′ ′= +

所以Laplace方程在球对称情况下取如下常微分方程形式：

1( ) ( ) 0nv r v r
r
−′′ ′+ =

求解：当 ( ) 0v r′ ≠ 时写成

1,v n
v r
′′ −
= −

′
即 ln | | ( 1) ln ln ,v n r C′ = − − +

其中 C 为任意的正常数， 故 1 ,n
Cv

r −
±′ =



结合 ( ) 0v r′ = 的情形，就有：

1( ) ,n
Cv r

r −′ = 0,r ≠

从而

( )v r =
0,r ≠

1 2 CC 、 为任意常数。

为任意常数。C

1
22 ,   3.n

C C n
r − + ≥

1 2ln ,   2,C r C n+ ={ 其中

( )v r =

取

2
1 1 ,   3.

( 2) n
n n

n rω − ≥
−

1 ln ,   2,
2

r n
π

− =

其中
2

2

2
( )

n

n n

πω =
Γ 是 n 维单位球面的面积， 2 32 ,  4ω π ω π= = 。如



所以

( ) (| |)u x v x= =
2

1 1 ,   3.
( 2) | |n

n n
n xω − ≥
−

1 ln | |,             2,
2

x n
π

− =

除原点外满足Laplace方程 0uΔ = 。

对任意的 nξ ∈ ，R�

( , ) ( )x u x

令

ξ ξΓ = − =
2

1 1 ,   3.
( 2) | |n

n n
n xω ξ − ≥
− −

1 ln | |,         2,
2

x nξ
π

− − =

( , )x ξΓ则 就是我们要找的基本解。 我们在后面要给出证明。



④，Green公式

定理1.1：

( ) v uu v v u dxdy u v ds
Ω ∂Ω

∂ ∂⎛ ⎞Δ − Δ = −⎜ ⎟∂ ∂⎝ ⎠∫∫ ∫ n n
。

设 Ω 2R�为 中的有界开区域，其边界 ∂Ω分片光滑的。

2C ( )u v∈ Ω、 。则下述Green公式成立：

证明： 由分部积分公式，

2

2

vu dxdy
xΩ

∂
∂∫∫ ,x

u v vdxdy u n ds
x x xΩ ∂Ω

∂ ∂ ∂
= − +

∂ ∂ ∂∫∫ ∫
2

2

vu dxdy
yΩ

∂
∂∫∫ ,y

u v vdxdy u n ds
y y yΩ ∂Ω

∂ ∂ ∂
= − +

∂ ∂ ∂∫∫ ∫

这里， ( , )x yn n=n 是 ∂Ω 上的单位外法向量。



2

2

vu dxdy
xΩ

∂
=

∂∫∫

,vu vdxdy u ds
Ω ∂Ω

∂
= − ∇ ∇ +

∂∫∫ ∫ n
i

u vdxdy
Ω
Δ∫∫

2

2

vu dxdy
yΩ

∂
+

∂∫∫

同理

u vdxdy
Ω
Δ∫∫ ,uu vdxdy v ds

Ω ∂Ω

∂
= − ∇ ∇ +

∂∫∫ ∫ n
i

两式相减，得：

( )u v v u dxdy
Ω

Δ − Δ∫∫
v uu v ds

∂Ω

∂ ∂⎛ ⎞= −⎜ ⎟∂ ∂⎝ ⎠∫ n n
。

证毕。

因此，



( , )x ξΓ =
2

1 1 ,   3.
( 2) | |n

n n
n xω ξ − ≥
− −

1 ln | |,         2,
2

x nξ
π

− − =

Ⅰ. { }( )( , ) C \ ,nx ξξ ∞Γ ∈ R�

{ }( , ) 0,   \ ,nx x ξξΔΓ = ∈R�Ⅱ. lim ( , )
x

x
ξ

ξ
→

Γ = +∞；

( , ) ( )n
locx LξΓ ∈ ；R�

⑤， 的性质( , )

Ⅲ.

( , ) ( ), nx x xξ δ ξ ξ−ΔΓ = − ∈　　 、 R�

x ξΓ

是Laplace方程的基本解，即( , )x ξΓ

Ⅰ和Ⅱ可以直接计算验证，下面我们来证明Ⅲ（即书上定理1.2）。



Ⅲ的证明：为简单起见，我们只证 的情况，2n =
是类似的。

3n ≥ 的证明

要证 2( , ; , ) ( , ), ( , ) ( , )x y x y x yξ η δ ξ η ξ η−ΔΓ = − − ∈　　 、 R�

即 ( , ; , ), ( , ) ( , ), ( , )x y x y x y x yξ η ϕ δ ξ η ϕ−ΔΓ = − −

ϕ ξ η= ( , ), 2 2) , ( )ξ η ϕ∀ ∈ ∀ ∈( , R� R�D

即 ( , ; , ), ( , ) ( , ),x y x yξ η ϕ ϕ ξ ηΓ −Δ = 2 2) , ( )ξ η ϕ∀ ∈ ∀ ∈( , �R� R�D

因为
2( , ; , ) ( ),locx y Lξ ηΓ ∈ R�

等价于要证

2
( , ; , ) ( , ) ( , ),x y x y dxdyξ η ϕ ϕ ξ η− Γ Δ =∫∫R�

2 2) , ( )ξ η ϕ∀ ∈ ∀ ∈( , R� R�D
{( )∗



ε

我们要设法利用定理1.1的Green公式。 对 0,ε∀ > 令

{ }2 2 2 2
2

1( , ) |  ( ) ( )x y x yε ε ξ η εΩ = ∈ < − + − <R�
( , )ξ η

1
ε

εΩ
则 ( , ; , ) ( ),x y C εξ η ∞Γ ∈ Ω

2( ),ϕ∀ ∈ R�D对

2( )�R�D由 的定义

总可取ε 足够小，使得

2 2
2

10,     ( ) ( )x yϕ ξ η ε≡ − + − ≥当 。

0ϕ ≡在 εΩ 上对 Γ和ϕ 应用Green公式，得

( )dxdy ds
ε ε

ϕϕ ϕ ϕ
Ω ∂Ω

∂ ∂Γ⎛ ⎞ΓΔ − ΔΓ = Γ −⎜ ⎟∂ ∂⎝ ⎠∫∫ ∫ n n
。

注意到： 0,   ( , ) ,x y εΔΓ = ∈Ω
2 2

2
10,   =0,   ( ) ( )x yϕϕ ξ η ε

∂
= − + − =

∂n
当 。{



n

就有： ,dxdy ds
ε ρ ε

ϕϕ ϕ
Ω =

∂ ∂Γ⎛ ⎞ΓΔ = Γ −⎜ ⎟∂ ∂⎝ ⎠∫∫ ∫ n n

这里 2 2 ( ) ( )x yρ ξ η= − + − 。

2 0
limdxd

所以

y dxdy
εε

ϕ ϕ
Ω→

ΓΔ = ΓΔ∫∫ ∫∫R�

0
lim ,ds
ε ρ ε

ϕ ϕ
→ =

∂ ∂Γ⎛ ⎞= Γ −⎜ ⎟∂ ∂⎝ ⎠∫ n n

注意到 n 是 εΩ 在 ε∂Ω 上的单位外法向量，

( , )ξ η

ε

1
ε

εΩ

0ϕ ≡

ρ
∂ ∂
= −

∂ ∂n
故在圆 ρ ε= 上，

而由 Γ 的表达式

2 21 1ln ( ) ( ) ln ,         2,
2 2

x y nξ η ρ
π π

Γ = − − + − = − =



所以在 ρ ε= 上，

ρ ε=

∂Γ
∂n

1 ln ,         
2

ε
π

Γ = −

{
因此， ds

ρ ε

ϕ
=

∂
Γ
∂∫ n

1 ln max
2

ds
ρ ερ ε

ε ϕ
π ==

≤ ∇ ∫

1 ln
2

ds
ρ ε

ϕε
π =

∂
=

∂∫ n

1 ln max 2
2 ρ ε

ε ϕ πε
π =

= ∇ ⋅

故，
0

lim 0ds
ρ εε

ϕ
=→

∂
Γ =
∂∫ n

；

ρ ερ =

∂Γ
= −

∂
1 ln

2 ρ ε

ρ
π ρ =

∂
= −

∂
1 ,    

2πε
= −



ds
ρ ε

ϕ
=

∂Γ
∂∫ n

1
2

ds
ρ ε

ϕ
πε =

= − ∫
由积分中值定理，

1 10 0
lim lim ( , ) ( , )ds x y

ρ εε ε
ϕ ϕ ϕ ξ η

=→ →

∂Γ
= − =

∂∫ n
。

存在 1 1( , )x y 满足
2 2 2

1 1( ) ( )x yξ η ε− + − =

使得
1 1

1 1
( , )1 ( , )

2 2
x yds ds x y

ρ ε ρ ε

ϕϕ ϕ
πε πε= =

− = − = −∫ ∫
所以，

2
dxdyϕΓΔ∫∫R� 0

lim ,ds
ε ρ ε

ϕ ϕ
→ =

∂ ∂Γ⎛ ⎞= Γ −⎜ ⎟∂ ∂⎝ ⎠∫ n n
( , )

于是，

ϕ ξ η= − 。

证毕。



注：在上面的证明中我们已证

0
lim ( , )ds

ρ εε
ϕ ϕ ξ η

=→

∂Γ
=

∂∫ n
。

0
lim 0ds

ρ εε

ϕ
=→

∂
Γ =
∂∫ n

；{
其中

2 2( ) ( ) ,x yρ ξ η= − + −

( , ; , ) ,x y ξ ηΓ = Γ 是基本解

( , )  ( , ) x yϕ ϕ ξ η= 在 的一个领域内有连续偏导数。

   ρ ε=n 在为圆 的单位内法向量。

n

( , )ξ η

ε

这两个结果我们后面还要用。



④，Green（第二）公式

定理1.3：

( , ) uu udxdy u dsξ η
Ω ∂Ω

∂ ∂Γ⎛ ⎞= − ΓΔ + Γ −⎜ ⎟∂ ∂⎝ ⎠∫∫ ∫ n n
。

2C ( )u∈ Ω ，

这里， ( , )x yn n=n 是 ∂Ω 上的单位外法向量。

设 Ω 2R�为 中的有界开区域，其边界 ∂Ω分片光滑的。

( , ; , )x y ξ ηΓ 是Laplace方程的基本解。

则对 ( , )ξ η∀ ∈Ω 成立：

证明： 与前面的证明是类似的解。 对 0,ε∀ > 令

{ }2 2 2( , ) |  ( ) ( )x y x yε ε ξ ηΩ = ∈Ω < − + −

对 0,ε∀ > 令

取 ε 足够小，使

{ }2 2 2( , ) |  ( ) ( )x y x yρ ξ η ε∈ ≡ − + − = ⊂ΩR�



在 εΩ 上对 Γ和 u 应用Green公式，得

0
lim u u ds

εε ∂Ω→

∂ ∂Γ⎛ ⎞= Γ −⎜ ⎟∂ ∂⎝ ⎠∫ n n

( )
0

lim u u dxdy
εε Ω→

= ΓΔ − ΔΓ∫∫
0

lim udxdy
εε Ω→

= ΓΔ∫∫

u u ds
∂Ω

∂ ∂Γ⎛ ⎞= Γ −⎜ ⎟∂ ∂⎝ ⎠∫ n n

0
lim u u ds
ε ρ ε→ =

∂ ∂Γ⎛ ⎞+ Γ −⎜ ⎟∂ ∂⎝ ⎠∫ n n

n

εΩ

( , )ξ η

ρ ε=
∂Ω

n

u u ds
∂Ω

∂ ∂Γ⎛ ⎞= Γ −⎜ ⎟∂ ∂⎝ ⎠∫ n n
0+ ( , )u ξ η− 。

udxdy
Ω
ΓΔ∫∫

证毕。



注1： 定理1.3在空间维数大于2时也成立。

注2： 公式

( , ) ,  ( , ) ,uu udxdy u dsξ η ξ η
Ω ∂Ω

∂ ∂Γ⎛ ⎞= − ΓΔ + Γ − ∀ ∈Ω⎜ ⎟∂ ∂⎝ ⎠∫∫ ∫ n n
　

说明了：u 在 Ω 中任一点的值可由其在Ω 中的

uΔ 以及在 ∂Ω上的值 u 及
u∂
∂n 确定，这为我们

求解位势方程的边值问题提供了重要的思路。



作 业

对n=3详细写出定理1.3的证明



现在我们来讨论位势方程第一边值问题（Dirichlet问题）的求解，

,    ( , ) ,u f x y−Δ = ∈Ω　

§1.2 Green函数

我们仅以二维问题为例，三维以上问题的讨论是类似的。

2C ( )u∈ Ω ，

设 Ω 2R�为 中的有界开区域，其边界 ∂Ω分片光滑的，

满足：

,    ( , ) ,u x yϕ= ∈∂Ω　
{

( , ) ,  ( , ) ,uu udxdy u dsξ η ξ η
Ω ∂Ω

∂ ∂Γ⎛ ⎞= − ΓΔ + Γ − ∀ ∈Ω⎜ ⎟∂ ∂⎝ ⎠∫∫ ∫ n n
　

( , ; , )x y ξ ηΓ 是Laplace方程的基本解，设 n 是

外法向量。

∂Ω上的单位的

由Green第二公式：

n Ω

∂Ω

u f−Δ =

u ϕ=
(1.16)



( , ) ,  ( , ) ,uu fdxdy dsξ η ϕ ξ η
Ω ∂Ω

∂ ∂Γ⎛ ⎞= Γ + Γ − ∀ ∈Ω⎜ ⎟∂ ∂⎝ ⎠∫∫ ∫ n n
　

因此，

上式中
u∂
∂n 是未知，需要设法消去。 为此，我们求解下述问题：

0,    ( , ) ,g x y−Δ = ∈Ω　

,    ( , ) ,g x y= −Γ ∈∂Ω　
{

先假设上述问题有解
2C ( )g∈ Ω ，

( ) g uu g g u dxdy u g ds
Ω ∂Ω

∂ ∂⎛ ⎞Δ − Δ = −⎜ ⎟∂ ∂⎝ ⎠∫∫ ∫ n n
。

则由Green公式，我们有：

即 0 u ggfdxdy g dsϕ
Ω ∂Ω

∂ ∂⎛ ⎞= + −⎜ ⎟∂ ∂⎝ ⎠∫∫ ∫ n n
。

记 ( , ; , ) ,G x y gξ η = Γ +

(1.23)

将上式与顶上式子相加，得



( , ) ( )u g fdxdyξ η
Ω

= Γ +∫∫
( )( ) u gg dsϕ

∂Ω

∂ ∂ Γ +⎛ ⎞+ Γ + −⎜ ⎟∂ ∂⎝ ⎠∫ n n

,  ( , ) ,Gdsϕ ξ η
∂Ω

∂
− ∀ ∈Ω

∂∫ n
　( , )u Gfdxdyξ η

Ω
= ∫∫

因此，只要求出了G（等价于求出了 ），（等价于求出了 ），g u 就出上式给出。

(1.20)
即

总结： 为求解问题

,    ( , ) ,u f x y−Δ = ∈Ω　

,    ( , ) ,u x yϕ= ∈∂Ω　
{

只要求出 ,G g= Γ + u 由（1.20）给出。 而求 G

等价于求出 ,g 即求解问题

0,    ( , ) ,g x y−Δ = ∈Ω　

( , ) ( , ; , ),    ( , ) ,g x y x y x yξ η= −Γ ∈∂Ω　
{

(1.16)

(1.23)



因为 ,G g= Γ +

和（1.23）是一个特定的边界问题，而（1.16）与 f ϕ

有关，这样我们就将求解所有（1.16）的问题，转化为求解一

特定的边值问题（1.23）。

而 ( , ; , ) ( , ),x y x yξ η δ ξ η−ΔΓ = − − 　所以

( , ; , ) ( , ),   ( , ) ;G x y x y x yξ η δ ξ η−Δ = − − ∈Ω

( , ; , ) 0,   ( , )G x y x yξ η = ∈∂Ω。{
对任意的 ( , ) ,ξ η ∈Ω 有

(1.22)

求解（1.23），等价于求解（1.22）。

一般来说，我们不能求出G 的显式表达式，而只能证明 G

的存在性，

我们容易求出它的显示表达式。

Ω 的形状比较特殊时，如半平面、圆等，但当



定义1.3：设函数 ( , ; , )g g x y ξ η= 对任意的 ( , )ξ η ∈Ω 关于

( , )x y 在 Ω上有任意的二阶连续偏导数且满足

0,    ( , ) ,g x y−Δ = ∈Ω　

( , ) ( , ; , ),    ( , )g x y x y x yξ η= −Γ ∈∂Ω　 。
{

,    ( , ) ,u f x y−Δ = ∈Ω　

,    ( , ) ,u x yϕ= ∈∂Ω　
{

的Green函数。

则称函数 为边值问题( , ; , ) ( , ; , ) ( , ; , )G x y x y g x yξ η ξ η ξ η= Γ +

由前面的讨论，若 ( , ; , )G x y ξ η 已经找到，则

2C ( )u∈ Ω设 是（1.16）的解，则有

,  ( , )Gdsϕ ξ η
∂Ω

∂
− ∀ ∈Ω

∂∫ n
　 。( , )u Gfdxdyξ η

Ω
= −∫∫

(1.16)

(1.20)

定理1.5：

①，Green函数的定义

(1.23)



注1： 也可以用

( , ; , ) ( , ),   ( , ) ;G x y x y x yξ η δ ξ η−Δ = − − ∈Ω

( , ; , ) 0,   ( , )G x y x yξ η = ∈∂Ω。{(1.22)

在 { }( , ) ( , )x y ξ ηΩ×Ω− = 中的连续解，作为Green函数的

定义，与前面的定义是等价的。

注2：Green 函数的物理意义：

①， 并保持物体表面

温度恒为0，则物体的温度分布就是Green函数；

②，

( , )ξ η 处放置一单位正电荷，点

在其内部某

位势分布就是Green函数。

( , )ξ η 处放置单位点热源，在物体内部

某空心导体的表面接地（电位势保持为0），

则该导体内部产生的电



注4： 对其它边值问题，以及高维问题，也可用与前面类似的

并由此得出该边值问题解的表达式

以及相应的Green 。

注5： 2C ( )g∈ Ω ，由于 而Γ在 ( , ) ( , )x y ξ η= 有奇性。

,G g= Γ + 所以 Γ为 G 的奇性部份，g 为 G 的光滑部份。

注3： 引入Green函数的重要意义在于把具有任意非齐次项

问题。

f
ϕ和任意边值 的定解问题归结为求解一个特定的边值

,g方法定义函数



②，Green函数的性质

Ⅰ.

Ⅱ.

{ }( , ; , ) 0,   ( , ) ( , )G x y x yξ η ξ η−Δ = ∈Ω− 。

对任意的 ( , ) ,ξ η ∈Ω 在通常意义下，

证明：由 Γ g和 和性质即得。

( , ; , ) ( , ),   ( , ) ;G x y x y x yξ η δ ξ η−Δ = − − ∈Ω

( , ; , ) 0,   ( , )G x y x yξ η = ∈∂Ω。{

∂Ω

( , )G x yδ ξ η−Δ = − −

0G =

Ω

( , )ξ η



Ⅲ. { }( , ; , ) 0,   ( , ) ( , ) ,G x y x yξ η ξ η> ∈Ω−

( , ) ( , )
lim ( , ; , )

x y
G x y

ξ η
ξ η

→
= +∞。{

证明：
2C ( )g∈ Ω 、由于 ( , ) ( , )

lim ( , ; , )
x y

x y
ξ η

ξ η
→

Γ = +∞、

及 ,G g= Γ + 我们得出上面的第二式。

第一式的证明需要用到Laplace方程的极值原理。（见下节）



Ⅳ. ( , ; , ) 1,  ( , )G x y dsξ η ξ η
∂Ω

∂
= − ∀ ∈Ω

∂∫ n
　　 。

证明：由

,  ( , ) ,Gdsϕ ξ η
∂Ω

∂
− ∀ ∈Ω

∂∫ n
　( , )u Gfdxdyξ η

Ω
= −∫∫

其中， 2C ( )u∈ Ω 且满足

,    ( , ) ,u f x y−Δ = ∈Ω　

,    ( , ) ,u x yϕ= ∈∂Ω　
{

(1.20)

(1.16)

取 0 1,f ϕ≡ ≡、 则 1u ≡ 满足（1.16）。代入（1.20）得：

1 0 ,  ( , ) ,Gds ξ η
∂Ω

∂
= − ∀ ∈Ω

∂∫ n
　

这就是要证的等式。



Ⅴ. Green函数的对称性

证明：

{ } ( , ) ( , )x y ξ ηΩ×Ω− =于　( , ; , ) ( , ; , ),G x y G x yξ η ξ η=

要证对 ( , )  ( , ) ,P Pξ η ξ η′∀ ∈Ω、 有

( , ) ( , ) ( , ) ( , )( , ; , ) ( , ; , ) ,x y x yG x y G x yξ η ξ ηξ η ξ η= ′ ′ =
′ ′=

记 ( )B Pε 、 ( )B Pε ′ 分别为以 P P′、 为心以 ε 为半径的圆，

( )B Pε ⊂ Ω、

取 ε 足够小，使得 ( ) ( )B P B Pε ε′ = ∅∩ 、

∂Ω

εΩ
记 { }( ) ( ) ,B P B Pε ε ε ′Ω = Ω− ∪ 则

2( , ; , ) ( ( )),G x y C B Pε εξ η ′∈ Ω ∪

( )B Pε ′ ⊂ Ω，

2( , ; , ) ( ( )),G x y C B Pε εξ η′ ′ ∈ Ω ∪

P′

P



∂Ω

P′

P

且 ( , ; , ) 0,      ( , ) ,G x y x y εξ ηΔ = ∈Ω

( , ; , ) 0,      ( , ) ,G x y x y εξ η′ ′Δ = ∈Ω

对这两个函数在 εΩ 上应用Green公式，有

G GG G ds
ε∂Ω

′∂ ∂⎛ ⎞′= −⎜ ⎟∂ ∂⎝ ⎠∫ n n
。[ ]G G G G dxdy

εΩ
′ ′Δ − Δ∫∫

( , ; , )G G x y这里 ξ η′ ′ ′≡ ，( , ; , )G G x y ξ η≡ 、

所以

0 G GG G ds
∂Ω

′∂ ∂⎛ ⎞′= −⎜ ⎟∂ ∂⎝ ⎠∫ n n
。

( )B P

G GG G ds
ε∂

′∂ ∂⎛ ⎞′+ −⎜ ⎟∂ ∂⎝ ⎠∫ n n

( )B P

G GG G ds
ε ′∂

′∂ ∂⎛ ⎞′+ −⎜ ⎟∂ ∂⎝ ⎠∫ n n

0GΔ ＝

0G′Δ ＝

0G＝
0G′＝



由于 ( , ; , ) 0,      ( , ) ,G x y x yξ η = ∈∂Ω

( , ; , ) 0,      ( , ) ,G x y x yξ η′ ′ = ∈∂Ω
所以，

( )
0

B P

G GG G ds
ε∂

′∂ ∂⎛ ⎞′= −⎜ ⎟∂ ∂⎝ ⎠∫ n n ( )B P

G GG G ds
ε ′∂

′∂ ∂⎛ ⎞′+ −⎜ ⎟∂ ∂⎝ ⎠∫ n n

下面我们来计算积这4个积分。

在基本解的证明中我们已经得出：

( )0
lim ( , )

B P
ds

εε
ϕ ϕ ξ η

∂→

∂Γ
=

∂∫ n
。

( )0
lim 0

B P
ds

εε

ϕ
∂→

∂
Γ =
∂∫ n

；{
其中， ( , ; , ),x y ξ ηΓ = Γ

( , )  ( , ) x yϕ ϕ ξ η= 在 的一个领域内有连续偏导数。

∂Ω

P′

P

0GΔ ＝

0G′Δ ＝

0G＝
0G′＝



( )B P

GG ds
ε∂

′∂
∂∫ n

因为， ( , ; , )  ( , ) G G x y ξ η ξ η′ ′ ′= 在 的一个领域内有连续偏导数,

所以，

[ ]
( )

( , ; , ) ( , ; , )
B P

Gx y g x y ds
ε

ξ η ξ η
∂

′∂
= Γ +

∂∫ n

( ) ( )
( , ; , ) ( , ; , )

B P B P

G Gx y ds g x y ds
ε ε

ξ η ξ η
∂ ∂

′ ′∂ ∂
= Γ +

∂ ∂∫ ∫n n

0 0 0,     0ε→ + = → 。

这里我们利用了
2( , ; , ) C ( )g x y ξ η ∈ Ω 。



( )B P

GG ds
ε∂

∂′
∂∫ n

( )

( , ; , )=
B P

x yG ds
ε

ξ η
∂

∂Γ′
∂∫ n ( )

( , ; , )+
B P

g x yG ds
ε

ξ η
∂

∂′
∂∫ n

( , ; , ) 0,     0G ξ η ξ η ε′ ′→ + → 。

( )0
lim ( , ; , )

B P

G GG G ds G
εε

ξ η ξ η
∂→

′∂ ∂⎛ ⎞′ ′ ′− = −⎜ ⎟∂ ∂⎝ ⎠∫ n n
。所以，

同理，
( )0

lim ( , ; , )
B P

G GG G ds G
εε

ξ η ξ η
′∂→

′∂ ∂⎛ ⎞′ ′ ′− = −⎜ ⎟∂ ∂⎝ ⎠∫ n n
。

( )
0

B P

G GG G ds
ε∂

′∂ ∂⎛ ⎞′= −⎜ ⎟∂ ∂⎝ ⎠∫ n n ( )B P

G GG G ds
ε ′∂

′∂ ∂⎛ ⎞′+ −⎜ ⎟∂ ∂⎝ ⎠∫ n n

而，



于是，

[ ]0 ( , ; , ) ( , ; , ) ,G Gξ η ξ η ξ η ξ η′ ′ ′ ′= − + − −

即，

( , ; , ) ( , ; , )G Gξ η ξ η ξ η ξ η′ ′ ′ ′= 。

证毕。



作 业

试对下述边值问题，给出Green函数的定义：

, ( , ) ,u f x y−Δ = ∈Ω

,   ( , ) .u p x y∂
= ∈Γ

∂n

, ( , ) ,u x yϕ γ= ∈

其中 为 的外法向，n ∂Ω γ∂Ω = Γ∪ 。



我们现在来求一些特殊区域上的Green函数。

特殊区域上Green函数的导出

复习：Green函数及基本解的定义及性质

定义1.3：设函数 ( , ; , )g g x y ξ η= 对任意的 ( , )ξ η ∈Ω 关于

( , )x y 在 Ω上有任意的二阶连续偏导数且满足

0,    ( , ) ,g x y−Δ = ∈Ω　

( , ) ( , ; , ),    ( , )g x y x y x yξ η= −Γ ∈∂Ω　 。
{

,    ( , ) ,u f x y−Δ = ∈Ω　

,    ( , ) ,u x yϕ= ∈∂Ω　
{

则称函数 为边值问题( , ; , ) ( , ; , ) ( , ; , )G x y x y g x y

的Green函数。

ξ η ξ η ξ η= Γ +

(1.16)

(1.23)



由（1.16）的Green函数求解问题（1.16）：（形式解）

,  ( , )Gdsϕ ξ η
∂Ω

∂
− ∀ ∈Ω

∂∫ n
　 。( , )u Gfdxdyξ η

Ω
= ∫∫(1.20)

Green函数性质：

Ⅰ. ( , ; , ) ( , ),   ( , ) ;G x y x y x yξ η δ ξ η−Δ = − − ∈Ω

( , ; , ) 0,   ( , )G x y x yξ η = ∈∂Ω。{
Ⅱ.

{ }( , ; , ) 0,   ( , ) ( , )G x y x yξ η ξ η−Δ = ∈Ω− 。

对任意的 ( , ) ,ξ η ∈Ω 在通常

∂Ω

( , )G x yδ ξ η−Δ = − −

0G =

Ω

( , )ξ η
意义下，



Ⅲ. { }( , ; , ) 0,   ( , ) ( , ) ,G x y x yξ η ξ η> ∈Ω−

( , ) ( , )
lim ( , ; , )

x y
G x y

ξ η
ξ η

→
= +∞。{

Ⅳ.
( , ; , ) 1,  ( , )G x y dsξ η ξ η

∂Ω

∂
= − ∀ ∈Ω

∂∫ n
　　 。

Ⅴ. Green函数的对称性

{ } ( , ) ( , )x y ξ ηΩ×Ω− =于　( , ; , ) ( , ; , ),G x y G x yξ η ξ η=



注2：Green 函数的物理意义：

①， 并保持物体表面

温度恒为0，则物体的温度分布就是Green函数；

②，

( , )ξ η 处放置一单位正电荷，点

在其内部某

位势分布就是Green函数。

( , )ξ η 处放置单位点热源，在物体内部

某空心导体的表面接地（电位势保持为0），

则该导体内部产生的电

注5： 2C ( )g∈ Ω ，由于 而Γ在 ( , ) ( , )x y ξ η= 有奇性。

,G g= Γ + 所以 Γ为 G 的奇性部份，g 为 G 的光滑部份。



基本解的定义及性质：

( , )x ξΓ =
2

1 1 ,   3.
( 2) | |n

n n
n xω ξ − ≥
− −

1 ln | |,         2,
2

x nξ
π

− − ={

2n = 时写成：

其中
2

2

2
( )

n

n n

πω =
Γ 是 n 维单位球面的面积。

③，位于 的正单位点电荷在空间产生的电位势分布。ξ

( , ) ( ), .nx x xξ δ ξ ξ−ΔΓ = − ∈　　 、 R�

①，

②，

( , ; , )x y ξ ηΓ = 2 21 ln ( ) ( )
2

x yξ η
π

− − + − 。



镜像法求特殊区域上的Green函数

∂Ω
0G =

Ω

( , )ξ η

由基本解的物理意义， ( , ; , )x y

求解思路：

ξ ηΓ
可看着是位于 的正单位点( , )ξ η ∈Ω

电荷在点 产生的电位势。( , )x y

( , ; , ) ( , ; , ) ( , ; , )G x y x y g x yξ η ξ η ξ η= Γ +

而

中的 ( , ; , )g x y ξ η 可看着是某些位于 ( , )x y外部的电荷在点Ω
产生的电位势，它在∂Ω 上与 ( , ; , )x y ξ ηΓ 抵消而使得

( , ; , ) 0,     ( , )G x y x yξ η = ∈∂Ω。

所以，只要找到了适当的位置，并在其上放置适当的电荷

使得由这些电荷产生的电位势在∂Ω 上与 ( , ; , )x y ξ ηΓ 抵消，



则这些电荷产生的电位势就是 ,g 并由此得出 G。

如果将∂Ω设想为一镜面，则点 ( , )ξ η ∈Ω在该镜面中

的像所在的位置可能就是我们要找的放置适当电荷的位置。

因此，这种求Green函数的方法就称为镜像法。

{ }( , ) | ,  0x y x yΩ = −∞ < < +∞ >

中像的位置。

例1：上半平面

x

y
P

当镜面 有一定的对称性时，容易确定( , )ξ η 在该镜面∂Ω

ξ

η

P′
η−



{ }( , ) | 0,  0x y x yΩ = > >例2：第一象限

x

y

P

ξ

η

1Pη−

2P

ξ−

3P

1 2 3    P P P P共有3个镜像 和、 。



{ }( , ) | ,   0   x y x y lΩ = −∞ < < +∞ < <　例3：无限带形

x

y

P

ξ

η

1Pη−

1Q

1 2 3 1 2 3           P P P P Q Q Q" "有无穷多个镜像： 和、 、 ， 、 、 。

l
2l η−

2P
2l η+

2Q

0

2l η+



例4：圆

O
P

1P

a

如图：

圆 的半径为 ，O a 点 关于其圆周的对称点为（反演点） 1PP

位于： ①，射线 OP 上；

②， 2
1OP OP a⋅ = 。



例5：半圆

O

P

1P

a

如图：

2P

3P

1 2 3    P P P P共有3个镜像 和、 。



例6：求解上半平面位势方程的第一边值问题。

2( ) ,    ( , ) ,xx yyu u f x y +− + = ∈R　

( ,0) ( ),   ;u x x xϕ= −∞ < < +∞　{
{其中 }2 2( , ) |  0x y y+ = ∈ >R R 。

解：

x

y
P

ξ

η

P′
η−

第一步，求Green函数。

对任意的 2( , ) ,P ξ η +∈R
在 P 放置一个单位的正电荷产生的

电位势分布为 ( , ; , )x y ξ ηΓ 。在其关于 x 轴的对称点 ( , )P ξ η′ −
放置一个单位的负电荷产生的电位势为 ( , ; , )x y ξ η−Γ − 。

因为 x 轴上任一点 ( ,0)M x 到 P 与 P′的距离是相等的，

M



这两个电位势在 M 大小相等、方向相反，因而相互抵消。即

[ ] 0
( , ; , ) ( , ; , ) 0,

y
x y x yξ η ξ η

=
Γ −Γ − =

所以，
( , ; , ) ( , ; , ) ( , ; , )G x y x y x yξ η ξ η ξ η= Γ −Γ −

即， 2 21( , ; , ) ln ( ) ( )
2

G x y x yξ η ξ η
π

= − − + −

2 21 ln ( ) ( )
2

x yξ η
π

+ − + +

2 2

2 2

1 ( ) ( )ln
4 ( ) ( )

x y
x y

ξ η
π ξ η

− + −
= −

− + +
。

第二步，利用求解公式（1.20）求解。



,  ( , ) ,Gdsϕ ξ η
∂Ω

∂
− ∀ ∈Ω

∂∫ n
　( , )u Gfdxdyξ η

Ω
= ∫∫(1.20)

2
( , )u Gfdxdyξ η

+
= ∫∫R 2

Gdsϕ
+∂

∂
−

∂∫ R n

0
( , ; , ) ( , )G x y f x y dxdyξ η

+∞ +∞

−∞
= ∫ ∫

0

( , ; , )( )
y

G x yx dxξ ηϕ
+∞

−∞
=

∂
−

∂∫ n

因此，对 2( , ) ,ξ η +∀ ∈R

2
+R因为 n是 在 上的单位外法向量，所以2

+∂R

,
y

∂ ∂
= −

∂ ∂n



0 0

( , ; , ) ( , ; , )

y y

G x y G x y
y

ξ η ξ η

= =

∂ ∂
= −

∂ ∂n

2 2 2 2
0

1 1
2 ( ) ( ) 2 ( ) ( ) y

y y
x y x y

η η
π ξ η π ξ η

=

⎡ ⎤− +
= − − +⎢ ⎥− + − − + +⎣ ⎦

2 2

1 ,
( )x

η
π ξ η

= −
− +

所以，

0

( , ; , )

y

G x y ξ η

=

∂
∂n

于是，

( , )u ξ η
2 2

2 20

1 ( ) ( )ln ( , )
4 ( ) ( )

x y f x y dxdy
x y

ξ η
π ξ η

+∞ +∞

−∞

− + −
= −

− + +∫ ∫

2 2

( ) ,
( )

x dx
x

η ϕ
π ξ η

+∞

−∞
+

− +∫ 2( , )ξ η +∀ ∈R 。

改写为：



( , )u x y
2 2

2 20

1 ( ) ( )ln ( , )
4 ( ) ( )

x y f d d
x y

ξ η ξ η ξ η
π ξ η

+∞ +∞

−∞

− + −
= −

− + +∫ ∫

2 2

( ) ,
( )

y d
x y
ϕ ξ ξ

π ξ
+∞

−∞
+

− +∫ 2( , )x y +∀ ∈R 。

第三步，有由上式给出的函数确为所求的解。 为此，要证：

①，
2 2( , ) ( );u x y C +∈ R

2, ( , ) ;u f x y②， +−Δ = ∈R　　

③，
0,

0 0( , ) ( 0 )
lim ( , ) ( ), ( , )

x y x
u x y x xϕ

→ +
= ∀ ∈ −∞ +∞　　 。

其中，①+③得出 2 2 2( ) ( ),u C C+ +∈ R R∩
( ,0) ( ), ( , )u x x x

且满足边界条件

ϕ= ∈ −∞ +∞　　 。

当 f 和 ϕ 满足适当的条件时，我们可以证明①、②和③。

解毕。



当 0f ≡ 时，我们得到Poisson公式：

( , )u x y 2 2

( ) ,
( )

y d
x y
ϕ ξ ξ

π ξ

+∞

−∞

=
− +∫ 2( , )x y +∀ ∈R 。

注1：

在 ( , )Cϕ∈ −∞ +∞ 且 ϕ 有界的条件下，可以证明，上面

2( ) ,    ( , ) ,xx yyu u f x y +− + = ∈R　

( ,0) ( ),   ;u x x xϕ= −∞ < < +∞　{
给出的函数 ( , )u x y 满足 且

这一问题我们曾Fourier变换法求解过，（Page 176, 4 (2) ）

得出的解与我们这里用Green函数法得出的解是相同的。

2 2 2( ) ( ),u C C+ +∈ R R∩

( )＊

注2： 问题 ( )＊ 的解不是唯一的， y事实上它的任一解加上

仍是它的解。但可以证明，它的有界解是唯一的。



例7：求解第一象限位势方程的第一边值问题。

( ) ,    0, 0;xx yyu u f x y− + = > >　

( ,0) ( ),   0 ;u x x xϕ= ≤ < +∞　{

如图所示，

(0, ) ( ),   0 .u y y y

解：

方法1：用Green函数法求解。

ψ= ≤ < +∞　

可以用两种方法来求解：

x

y

P

ξ

η

2Pη−

1P

ξ−

3P

u ψ=

u ϕ=

u f−Δ =

( , )P ξ η在点

分别放置适当的电荷，

的三个镜像点 1P 、 2P 和

3  P ，

使其产生的电位势与 点处的P
单位正电荷产生的电位势在边界上相互抵消。



这样，就可以求出本边值问题的Green函数。再由公式（1.20）

就求出了形式解的表达式。

方法2：用对称延拓法求解。

先作变换将边界条件 (0, ) ( )(0 )u y y yψ= ≤ < +∞　 齐次化，

再关于变量 x作奇延拓，将问题化为上半平面的第一边值问题。

然后利用前面例6的结果，得出解的表达式，最后再代回到原

问题，得出解的形式表达式。

⇒ ⇒
x

u ψ=
u ϕ=

u f−Δ =

y

x0v =
1v ϕ=

1v f−Δ =

y

x
2w ϕ=

2w f−Δ =

y



§1.3 圆上的Poisson公式

本节，我们用Green函数法来求解圆上位势方程的第一边值问题：

,    ( , ) ;au f x y B−Δ = ∈　

,   ( , ) ,au x y Bϕ= ∈∂　{
其中， aB 为以原点为心以a为半径的开圆。

第一步，求Green函数。解： O

P

1P

a对任意的 ( , ) ,aP Bξ η ∈ 记 1 1 1( , )P ξ η

①，位于射线 OP 上； ②， 2
1OP OP a⋅ = 。

是其关于圆周 aB∂ 的对称点，则 1P 满足

若 P 正好是原点，则它的对称点为无穷远点。



在 P 放置一个单位的正电荷产生的

电位势分布为 ( , ; , )x y ξ ηΓ 。

O

P

1P

a

下面我们用镜像法来求Green函数。

2 21( , ; , ) ln ( ) ( )
2

x y x yξ η ξ η
π

Γ = − − + −

如果 正好是坐标原点，( , )P

从而

ξ η 则当 ( , ) ax y B∈ 时，

1 ln ,
2

a
π

−=

1( , ;0,0) ( , ;0,0) ln
2

G x y x y a
π

= Γ + 。

即， 2

2 2

1( , ;0,0) ln
4

aG x y
x yπ

=
+

。

{ }( , ) (0,0) ,aP Bξ η ∈ −如果

现要在 1 1 1( , )P ξ η
与放置一个负电荷，使其产生的电位势在 aB∂ 抵消。( , ; , )x y ξ ηΓ



( , ; , )x y ξ ηΓ =

1 1( , ; , )x y ξ η−Γ =

所以， 1 1( , ; , ) ( , ; , ) 0x y x yξ η ξ ηΓ −Γ ≠ 。

因此我们要对 1 1( , ; , )x y ξ ηΓ 作适当的调节。

设 aB∂( , )Q x y 为 任意一点（如图），则

O

P

1P

a

由于 2
1 ,OP OP a⋅ = 所以 1 ,OQP OPQΔ Δ∼

从而
1

QP OP OP
aQP OQ

= =

因为 1,QP QP≠

即
1

OPQP QP
a

=

2 21 ln ( ) ( )
2

x yξ η
π

− − + − =
1 ln ,

2
QP

π
−

2 2
1 1

1 ln ( ) ( )
2

x yξ η
π

− − + − = 1
1 ln ,

2
QP

π
−

Q



1
1 10 ln ln

2 2
OPQP QP
aπ π

⎡ ⎤⎛ ⎞⎡ ⎤= − − −⎢ ⎥⎜ ⎟⎢ ⎥⎣ ⎦ ⎢ ⎥⎝ ⎠⎣ ⎦

2 2

1 1
1( , ; , ) ( , ; , ) ln

2
x y x y

a
ξ η

ξ η ξ η
π

+
= Γ −Γ + 。

1
1 1 1ln ln ln

2 2 2
OPQP QP
aπ π π

⎡ ⎤⎡ ⎤ ⎡ ⎤= − − − + ⎢ ⎥⎢ ⎥ ⎢ ⎥⎣ ⎦ ⎣ ⎦ ⎣ ⎦

所以，当 ( , ) aQ x y B∈∂ 时

于是，
2 2

1 1
1( , ; , ) ( , ; , ) ( , ; , ) ln ,

2
G x y x y x y

a
ξ η

ξ η ξ η ξ η
π

+
= Γ −Γ +

2 2 2 2
1 1

2 2

( ) ( )1 1ln ln
2 2( ) ( )

x y
ax y

ξ η ξ η
π πξ η

− + − +
= +

− + −
。



O

P

1P

Q

r

2 2 2 2
1 1

2 2 2

( ) ( )1 1( , ; , ) ln ln
4 ( ) ( ) 4

x yG x y
x y a
ξ η ξ ηξ η

π ξ η π
− + − +

= +
− + −

。

设在极坐标下，

( , ) ( , ),Q x y r α= ( , ) ( , ),P ξ η ρ θ=

1 1 1 1( , ) ( , ),P ξ η ρ θ= 2
1 .aρρ = α

θ α−

由余弦定理，

2 2( ) ( )x y QPξ η− + − =
2 2 2 cos( ),r rρ ρ θ α= + − −

2 2
1 1 1( ) ( )x y QPξ η− + − = 2 2

1 12 cos( ),r rρ ρ θ α= + − −
4 2

2
2 2 cos( ),a ar r θ α

ρ ρ
= + − −



4 2
2

22

2 2 2

2 cos( )
1 1( , ; , ) ln ln

4 2 cos( ) 4

a ar r
G r

r r a

θ α
ρρ ρα ρ θ

π ρ ρ θ α π

+ − −
= +

+ − −
。

2 2 4 2

2 2 2

1 2 cos( )( , ; , ) ln
4 2 cos( )

r a r aG r
a r r
ρ ρ θ αα ρ θ

π ρ ρ θ α
+ − −

=
⎡ ⎤+ − −⎣ ⎦

。

注意到：上式当 0,ρ = 也即 正好是坐标原点时，( , )P ξ η

2 2

2 2 2

1 1( , ;0, ) ln ln ,
4 4

a aG r
r x y

α θ
π π

= =
+

即

与前面得到的结果一致。因此，(*) 式包含了 ( , )P

坐标原点时的情形。

ξ η 为

(*)



第二步，利用求解公式（1.20）求解。

,  ( , ) ,Gdsϕ ξ η
∂Ω

∂
− ∀ ∈Ω

∂∫ n
　( , )u Gfdxdyξ η

Ω
= ∫∫(1.20)

所以，

( , ) ( , ; , ) ( , )
aB

u G r f r rdrdρ θ α ρ θ α α= ∫∫
( , ; , )( , ) ,  ( , ) ,

aB a
G rr ds Bα ρ θϕ α ρ θ

∂

∂
− ∀ ∈

∂∫ n
　

其中 n 为 aB∂ 上圆 aB 的单位外法向量。

在 aB∂ 上， ,ds adα=

,
r

∂ ∂
=

∂ ∂n
{



( , ) ( , ; , ) ( , )
aB

u G r f r rdrdρ θ α ρ θ α α= ∫∫
2

0

( , ; , )( , ) ,   ( , ) ,a
r a

G ra ad B
r

π α ρ θϕ α α ρ θ
=

∂
− ∀ ∈

∂∫ 　

所以，

( , ; , )G r
r
α ρ θ∂
∂

2 2 4 2

2 2 2

1 2 cos( )ln
4 2 cos( )

r a r a
r a r r

ρ ρ θ α
π ρ ρ θ α

⎧ ⎫∂ + − −⎪ ⎪= ⎨ ⎬∂ ⎡ ⎤+ − −⎪ ⎪⎣ ⎦⎩ ⎭
2 2

2 2 4 2

1 2 2 cos( )
4 2 cos( )

r a
r a r a
ρ ρ θ α

π ρ ρ θ α
− −

=
+ − −

2 2

1 2 2 cos( ) ,
4 2 cos( )

r
r r

ρ θ α
π ρ ρ θ α

− −
−

+ − −



( , ; , )

r a

G r
r
α ρ θ

=

∂
∂

2 2

2 2 4 2

1 2 2 cos( )
4 2 cos( )

a a
a a a a
ρ ρ θ α

π ρ ρ θ α
− −

=
+ − −

2 2

1 2 2 cos( ) ,
4 2 cos( )

a
a a

ρ θ α
π ρ ρ θ α

− −
−

+ − −
2 2

2 2 2

1 cos( )
2 2 cos( )

a a
a a a

ρ ρ θ α
π ρ ρ θ α

− −
=

⎡ ⎤+ − −⎣ ⎦

2 2

1 cos( ) ,
2 2 cos( )

a
a a

ρ θ α
π ρ ρ θ α

− −
−

+ − −
2 2

2 2

1
2 2 cos( )

a
a a a

ρ
π ρ ρ θ α

−
=

+ − −
。



2 2 4 22

2 2 20 0

1 2 cos( )( , ) ln ( , )
4 2 cos( )

a r a r au rdr f r d
a r r

π ρ ρ θ αρ θ α α
π ρ ρ θ α

+ − −
=

⎡ ⎤+ − −⎣ ⎦
∫ ∫

2 22

2 20

1 ( )
2 2 cos( )

a d
a a

π ρ ϕ α α
π ρ ρ θ α

−
+

+ − −∫ 。

于是，对 ( , ) ,aBρ θ∀ ∈

,    ( , ) ;au f x y B−Δ = ∈　

,   ( , ) ,au x y Bϕ= ∈∂　{
这就是边值问题：

的形式解。

特别，当 0f ≡ 时，我们得到边值问题



0,    ( , ) ;au x y B−Δ = ∈　

,   ( , ) ,au x y Bϕ= ∈∂　{
解的表达式：

( , )u ρ θ
2 22

2 20

1 ( ) ,
2 2 cos( )

a d
a a

π ρ ϕ α α
π ρ ρ θ α

−
=

+ − −∫(1.30)

(1.28)

上式称为圆上的Poisson公式。

定理1.6：设 ( ),aC Bϕ∈ ∂ 则由（1.30）给出的函数是边值问题

是（1.28）的解。

证明： 要证， ①，
2 ( )   0   ;a au C B u B∈ Δ =且 于　

②，
0

0 0)( , ) ( ,
lim ( , ) ( ),     [0, 2 ],

a
u

ρ θ θ
ρ θ ϕ θ θ π

→
= ∀ ∈

也即 ( )au C B∈ 且满足边界条件。



①， 对 ( , ) ,aBρ θ∀ ∈ 恒有

2 2 22 cos( ) ( ) 0,a a aρ ρ θ α ρ+ − − ≥ − >

又 2 2 ,   cos ,  sin ,x y x yρ ρ θ ρ θ= + = =

直接计算可得：
2 2

2 2 0,
2 cos( )

a
a a

ρ
ρ ρ θ α

⎧ ⎫−
Δ =⎨ ⎬+ − −⎩ ⎭

由数学分析的知识，可以验证求导求积分可以交换次序，得出

而由

( , )u ρ θΔ

2 22

2 20

1 ( ) ,
2 2 cos( )

a d
a a

π ρ ϕ α α
π ρ ρ θ α

−
=

+ − −∫

2 ( ) ,au C B∈ 　并且
2 22

2 20

1 ( )
2 2 cos( )

a d
a a

π ρ ϕ α α
π ρ ρ θ α

⎧ ⎫−
= Δ⎨ ⎬+ − −⎩ ⎭

∫

( , )u ρ θ

0 = 。



②， 首先由Green函数的性质，我们有

2 22

2 20

1
2 2 cos( )

a d
a a

π ρ α
π ρ ρ θ α

−
+ − −∫ 1,

aB

Gds
∂

∂
≡ − =

∂∫ n

所以对 0 [0, 2 ],θ π∀ ∈

0( , ) ( )u ρ θ ϕ θ−

[ ]
2 22

02 20

1 ( ) ( ) ,
2 2 cos( )

a d
a a

π ρ ϕ α ϕ θ α
π ρ ρ θ α

−
= −

+ − −∫

0( , ) ( )u ρ θ ϕ θ−
2 22

02 20

1 ( ) ( )
2 2 cos( )

a d
a a

π ρ ϕ α ϕ θ α
π ρ ρ θ α

−
≤ −

+ − −∫

0

0
2 2

02 2

1 ( ) ( )
2 2 cos( )

a d
a a

θ π

θ π

ρ ϕ α ϕ θ α
π ρ ρ θ α

+

−

−
= −

+ − −∫



0

0
2 2

02 2

1 ( ) ( )
2 2 cos( )

a d
a a

θ δ

θ δ

ρ ϕ α ϕ θ α
π ρ ρ θ α

+

−

−
+ −

+ − −∫

0

0
2 2

02 2

1 ( ) ( )
2 2 cos( )

a d
a a

δθ

θ π

ρ ϕ α ϕ θ α
π ρ ρ θ α

−

−

−
≤ −

+ − −∫

0

0
2 2

02 2

1 ( ) ( )
2 2 cos( )

a d
a aδ

θ π

θ

ρ ϕ α ϕ θ α
π ρ ρ θ α+

+ −
+ −

+ − −∫

1 2 3 ,J J J≡ + +

这里 (0, )δ π∈ 是待定常数。

0( , ) ( )u ρ θ ϕ θ−

由 ( ),aC Bϕ∈ ∂ 对 0,ε∀ > 可取

(0, ),δ π∈

0( ) ( ) 3,ϕ α ϕ θ ε− <

使得当 0α θ δ− < 时，



0

0
2 2

1 02 2

1 ( ) ( )
2 2 cos( )

aJ d
a a

δθ

θ π

ρ ϕ α ϕ θ α
π ρ ρ θ α

−

−

−
≡ −

+ − −∫

0

0
2 2

2 02 2

1 ( ) ( )
2 2 cos( )

aJ d
a a

θ δ

θ δ

ρ ϕ α ϕ θ α
π ρ ρ θ α

+

−

−
≡ −

+ − −∫
所以， 2 2

2 2 2

2

0

1 ,
3 2 2 cos( ) 3

aJ d
a a

πε ρ εα
π ρ ρ θ α

−
≤ =

+ − −∫
而

0

0
2 2

1 2 2[0, ]

1max ( )
2 2 cos( )

aJ d
a a

δ

π

θ

θ π

ρϕ α α
π ρ ρ θ α

−

−

−
≤ ⋅

+ − −∫

0

0
2 2

2[0, ]

1max ( )
2 ( ) 2 [1 cos( )]

a d
a a

δ

π

θ

θ π

ρϕ α α
π ρ ρ θ α

−

−

−
= ⋅

− + − −∫



当 0 2θ θ δ− < 时，由
0 0θ π α θ δ− ≤ ≤ − 得

θ α− 2δ π≤ +2δ δ− + ≤2δ = ( )3 2,π≤

即
3 ,

2 2
δ πθ α≤ − ≤

所以， 1 cos( ) 1 cos 0,
2
δθ α− − ≥ − >

于是，当 0 2θ θ δ− < 时，

0

0
2 2

1 2[0, ]

1max ( )
2 ( ) 2 [1 cos( )]

aJ d
a a

δ

π

θ

θ π

ρϕ α α
π ρ ρ θ α

−

−

−
≤ ⋅

− + − −∫
2 2

[0, ]

1max ( ) 2 ,
2 2 1 cos

2

a

a
π

ρϕ α π
δπ ρ

−
≤ ⋅ ⋅

⎡ ⎤−⎢ ⎥⎣ ⎦

( ) ( )0 0θ θ θ α= − + −



因此，存在 1 0,δ > 使得当 0 2θ θ δ− < 、 1aρ δ− < 时，

2 2

1 [0, ]

1max ( ) 2
2 22 1 cos

2

aJ
a

π

ρ εϕ α π
δπ ρ

−
≤ ⋅ ⋅ <

⎡ ⎤−⎢ ⎥⎣ ⎦

。

同理，存在 2 0,δ > 使得当 0 2θ θ δ− < 、 2aρ δ− < 时，

3 2
J ε

< 。

取 { }3 1 2max 2, , ,δ δ δ δ= 则当 0 3θ θ δ− < 、 3aρ δ− < 时，

0( , ) ( )u ρ θ ϕ θ− 1 2 3 3 3 3
J J J ε ε ε ε≤ + + ≥ + + = ，

也即，
0

0 0)( , ) ( ,
lim ( , ) ( ),     [0, 2 ]

a
u

ρ θ θ
ρ θ ϕ θ θ π

→
= ∀ ∈ 。

定理1.6证毕。



例：求解半圆上位势方程的边值问题：

O a x

y
a

a−

,    ( , ) ;au f x y B+−Δ = ∈　

{ },   ( , ) 0 ,au x y B yϕ= ∈∂ >∩　{
其中， { }= 0a aB B y+ >∩ 。

0,   ,    0u a x a y= − ≤ ≤ =　 。

u ϕ=

0u =

u f−Δ =

用镜像法求出该问题的Green函数，再用公式（1.20）

得出形式解，最后再严格证明。（参见书上第196页）

解法1：Green函数法。

解法2：对称延拓法。

设法将已知数据和解延拓到圆 aB 上，使问题化为圆上

位势方程的边值问题，并利用该问题解的表达式得出所求的解。

思路：



延拓依据：

2 2 4 2

2 2 20

1 2 cos( )( , ) ln ( , )
4 2 cos( )

a r a r au rdr f r d
a r r

π

π

ρ ρ θ αρ θ α α
π ρ ρ θ α−

+ − −
=

⎡ ⎤+ − −⎣ ⎦
∫ ∫

2 2

2 2

1 ( )
2 2 cos( )

a d
a a

π

π

ρ ϕ α α
π ρ ρ θ α−

−
+

+ − −∫ 。

知：

等价于说：

由圆上Laplace方程第一边值问题解的表达式：

u f−Δ =

u ϕ=

x

y

a

a

a−

a−

f若 和ϕ 是 y 的奇函数（偶函数），

则 u y的奇函数（偶函数）。也是

则 u α的奇函数（偶函数）。也是

f若 和ϕ 是 α 的奇函数（偶函数），

（证明作为练习）



,    ( , ) ;au f x y B+−Δ = ∈　

{ },   ( , ) 0 ,au x y B yϕ= ∈∂ >∩　{
其中， { }= 0a aB B y+ >∩ 。

0,   ,    0u a x a y= − ≤ ≤ =　 。

O a x

y
a

a−

u ϕ=

0u =

u f−Δ =

我们可以用关于 y 作奇延拓的方法，将

然后将这

所以，对于问题：

问题化为圆上Laplace方程的第一边值问题来求解，

个解限制在上半圆上，就得到我们要求的形式解。

解： 令
( , ),     0   0f r r aα α π≤ ≤ ≤ ≤， ；{i( , )f r α =

( , ),     0   0f r r aα π α− − − ≤ ≤ ≤ ≤， ；



x

y

a

a

a−

a−

( ),     0ϕ α α π≤ ≤ ；{i( )ϕ α = ( ),     0ϕ α π α− − − ≤ ≤ ；

其中 ( , )r α 为极坐标。

求解下述圆上Laplace方程的边值问题：

� i,    ( , ) ;au f x y B−Δ = ∈　
� i,   ( , ) ,au x y Bϕ= ∈∂　{

� i
2 2 4 2

2 2 20

1 2 cos( )( , ) ln ( , )
4 2 cos( )

a r a r au rdr f r d
a r r

π

π

ρ ρ θ αρ θ α α
π ρ ρ θ α−

+ − −
=

⎡ ⎤+ − −⎣ ⎦
∫ ∫

i
2 2

2 2

1 ( )
2 2 cos( )

a d
a a

π

π

ρ ϕ α α
π ρ ρ θ α−

−
+

+ − −∫ 。

�u f−Δ =
�u ϕ=

�u f−Δ = −
�u ϕ= −



{ } i
2 2 4 20

2 2 20 0

1 2 cos( )ln ( , )
4 2 cos( )

a r a r ardr f r d
a r r

π

π

ρ ρ θ α α α
π ρ ρ θ α−

+ − −
= +

⎡ ⎤+ − −⎣ ⎦
∫ ∫ ∫

{ } i
2 20

2 20

1 ( )
2 2 cos( )

a d
a a

π

π

ρ ϕ α α
π ρ ρ θ α−

−
+ +

+ − −∫ ∫
2 2 4 2

2 2 20 0

1 2 cos( )ln ( , )
4 2 cos( )

a r a r ardr f r d
a r r

π ρ ρ θ α α α
π ρ ρ θ α

+ − −
=

⎡ ⎤+ − −⎣ ⎦
∫ ∫

2 2 4 20

2 2 20

1 2 cos( )ln ( , )
4 2 cos( )

a r a r ardr f r d
a r rπ

ρ ρ θ α α α
π ρ ρ θ α−

+ − −
− −

⎡ ⎤+ − −⎣ ⎦
∫ ∫

2 2

2 20

1 ( )
2 2 cos( )

a d
a a

π ρ ϕ α α
π ρ ρ θ α

−
+

+ − −∫
2 20

2 2

1 ( )
2 2 cos( )

a d
a aπ

ρ ϕ α α
π ρ ρ θ α−

−
− −

+ − −∫



2 2 4 2

2 2 20 0

1 2 cos( )ln ( , )
4 2 cos( )

a r a r ardr f r d
a r r

π ρ ρ θ α α α
π ρ ρ θ α

+ − −
=

⎡ ⎤+ − −⎣ ⎦
∫ ∫

2 2 4 2

2 2 20 0

1 2 cos( )ln ( , )
4 2 cos( )

a r a r ardr f r d
a r r

π ρ ρ θ α α α
π ρ ρ θ α

+ − +
−

⎡ ⎤+ − +⎣ ⎦
∫ ∫

2 2

2 20

1 ( )
2 2 cos( )

a d
a a

π ρ ϕ α α
π ρ ρ θ α

−
+

+ − −∫
2 2

2 20

1 ( )
2 2 cos( )

a d
a a

π ρ ϕ α α
π ρ ρ θ α

−
−

+ − +∫

于是，我们有：

�( , )u ρ θ

当 0   0 aθ π ρ≤ ≤ ≤ ≤、 时，

( , )u ρ θ =

所以，

�( , )u ρ θ =""。



特别，当 0f ≡ 时，

( , )u ρ θ

我们得到问题

0,    ( , ) ;au x y B+−Δ = ∈　

{ },   ( , ) 0 ,au x y B yϕ= ∈∂ >∩　{
0,   ,    0u a x a y= − ≤ ≤ =　 。

的形式解为：

( )[ ]2 2

2 2 2 20

cos( ) cos( ) ( )1
2 cos( ) 2 cos( )

a a
d

a a a a
π ρ ρ θ α θ α ϕ α

α
π ρ ρ θ α ρ ρ θ α

− − − +
=

⎡ ⎤ ⎡ ⎤+ − − + − +⎣ ⎦ ⎣ ⎦
∫ 。



验证：

且满足相容性条件若
2 ( )af C B∈ 、 ( )aC Bϕ∈ ∂

( ,0) ( ,0) 0,a aϕ ϕ− = =

可以证明，

则
2 ( )au C B∈ 且是问题：

,    ( , ) ;au f x y B+−Δ = ∈　

{ },   ( , ) 0 ,au x y B yϕ= ∈∂ >∩　{
0,   ,    0,u a x a y= − ≤ ≤ =　

O a x

y
a

a−

u ϕ=

0u =

u f−Δ =

0 0( , ) ( , )
lim ( , ) ,  

x y x y
u x y

的解，其中边值的意义为

ϕ
→

= { }0 0( , ) 0 ,ax y B y∀ ∈∂ ≥∩

0( , ) ( ,0)
lim ( , ) 0,  

x y x
u x y

→
= 0 [ , ]x a a∀ ∈ − 。



附注1： 求Green函数的镜像法同样适合于高维问题。 3n ≥（ ）

附注2： 对于二维问题还可以用复变函数中的保角变换，来求

Green函数，且非常有效。 其方法如下：

设区域 Ω 在保角变换（导数不等于0的复解析函数）w 下

一对一地变为区域 iΩ　，其边界 ∂Ω 相应地变为 i∂Ω ，

( )w w z=Ω iΩ
∂Ω

i∂Ω

z x iy= + w u iv= +



( )w w z=Ω iΩ
∂Ω

i∂Ω

z x iy= + w u iv= +

为求Ω上的Green函数 ( , ; , ) :G x y ξ η
( , ; , ) ( , ),   ( , ) ;G x y x y x yξ η δ ξ η−Δ = − − ∈Ω

( , ; , ) 0,   ( , )  G x y x yξ η = ∈∂Ω ，{
先求 iΩ上的Green函数 i �( , ; , ) :G u v u v�

i � � i( , ; , ) ( , ),   ( , ) ;G u v u v u u v v u vδ−Δ = − − ∈Ω� �
i � i( , ; , ) 0,   ( , )  G u v u v u v= ∈∂Ω� ，

{
这里 i �,  z i w u ivξ η= + = +� �。

( , ; , )G x y
则，

ξ η

z� iw

i �( ( ), ( ); ( ), ( ))G u z v z u z v z= � � �



例：第一象限位势方程的第一边值问题的Green函数。

解：

x

y

z iξ η= +�

( , ; , ) ( , ),    0,  0;G x y x y x yξ η δ ξ η−Δ = − − > >

( , ; , ) 0,   0, 0;   0,  0G x y x y x yξ η = > = = >或 。
{

,z x iy= +记 第一象限在变换
2w u iv z= + = 下变为上半

平面，其边界变为 x 轴，

u

v

i �w u iv= + �
2w z=



先求上半平面上的Green函数 i �( , ; , ) :G u v u v�
i � �( , ; , ) ( , ),   (0, ),  0;G u v u v u u v v u vδ−Δ = − − ∈ +∞ >� �

i �( , ; , ) 0,   (0, ),   0,G u v u v u v= ∈ +∞ =�{

u

v

i �w u iv= + �

由前面的例题，知：

i �( , ; , )G u v u v�

i*1 ln
2

w w
π

+ −

( , ; , )G x y ξ η

i1 ln
2

w w
π

= − −

i �( ( ), ( ); ( ), ( ))G u z v z u z v z= � � �

221 ln
2

z z
π

= − − � ( )*221 ln
2

z z
π

+ − �

代回原变量，得这里 i*
w 是 iw的共轭。



( , ; , )G x y ξ η
221 ln

2
z z

π
= − − �

1 1ln ln
2 2

z z z z
π π

= − − − +� �

( )*221 ln
2

z z
π

+ − �

( ) ( )* *1 1ln ln
2 2

z z z z
π π

+ − + +� �

2 2 2 21 1ln ( ) ( ) ln ( ) ( )
2 2

x y x yξ η ξ η
π π

= − − + − − + + +

2 2 2 21 1ln ( ) ( ) ln ( ) ( )
2 2

x y x yξ η ξ η
π π

+ − + + + + + −

* z x iy z x iy= + = −、 ，因为 所以，

2 2 2 2

2 2 2 2

( ) ( ) ( ) ( )1 ln
4 ( ) ( ) ( ) ( )

x y x y

x y x y

ξ η ξ η

π ξ η ξ η

⎡ ⎤ ⎡ ⎤− + + + + −⎣ ⎦ ⎣ ⎦
⎡ ⎤ ⎡− + − + + +⎣ ⎦ ⎣

＝ 。
⎤⎦ 解毕。



作 业

• Page 236，17，(2)；（要求用镜像法）

• Page 236，18；

• Page 237，20，(2)；（套公式即可）

• Page 237，21，(2)；

• Page 237，22，(1)。（可以套公式）



§4 极值原理

• 因为位势方程可以看作为热传导方程当温度达到平衡时的

极限方程，而热传导方程具有极值原理，所以位势方程也

有极值原理。

• 从实际问题中看极值原理：

设有一物体，内部没有热源，且物体的温度已经达到平衡，

不再随时间变化，则该物体的温度的最大值和最小值必在

该物体的边界上取到。

其原因是：热量总是从温度高的地方流向温度低的地

方，如果温度在内部某点取到严格最大值或严格最小值，

则随着时间的推移，热量将由温度高的点向温度低流动，

从而引起物体温度随时间变化，也即物体的温度不能处于

平衡状态。



§2.1 极值原理

引理2.1： 2( ) C ( )u C∈ Ω Ω∩　 ，

 0,     Lu f x= < ∈Ω。

设 Ω 为 nR 中的有界开集，∂Ω 为其边界。

考虑下述比位势方程更一般的方程：

( ) ,Lu u c x u f≡ −Δ + =

设在 ( ) 0,c x ≥Ω上 且

也即则 ( )u x 不能在 Ω上取到它在Ω上的非负最大值，

 ( )u x 在 Ω上的非负最大值只能在边界 ∂Ω上取到。

注：

总热源是吸热热源。

 Lu f=
Ω ∂Ω

某种热源，它的热源强度与温度有关。

将方程写成 ( ) ,u f c x u−Δ = − 则 ( )c x u− 可以看着是

当 0u ≥ 时，

( ) 0,c x u f− + < 因此，从物理上看，

温度的非负最大值只能在边界上达到。



证明：

 0,     Lu f x= < ∈Ω。

用反证法。

0 0

2

2=0,   0,    ( 1, 2, , )
i ix x x x

u u i n
x x= =

∂ ∂
≤ =

∂ ∂
"

如果引理2.1的结论不成立，则存在

由数学分析的知识，得

0( ) max ( ) 0
x

u x u x
∈Ω

= ≥　 。
0x

Ω ∂Ω

因此，

0 ( )Lu x

但这与已知条件

矛盾。 引理2.1的结论必定成立。

0 x ∈Ω 使得

0 0 0( ) ( ) ( ) 0,     u x c x u x= −Δ + ≥

证毕。



定理2.2： 2( ) C ( )u C∈ Ω Ω∩　 ，

 0,     Lu f x= ≤ ∈Ω。

（但也可能同时在 内取到。）Ω

则 ( )u x 在 Ω上的非负最大值必在边界 ∂Ω上取到，

即：

说明： 如果 max ( ) 0,
x

u x
∈Ω

< 定理2.2什么也没说。

书上定理2.2的叙述有错误！

设在 ( ) 0c x ≥上 且有界，Ω

如果 max ( ) 0,
x

u x
∈Ω

≥

max ( ) max ( )
xx

u x u x
∈∂Ω∈Ω

= 。则

①，

②， max ( ) max ( ),
xx

u x u x
∈∂Ω∈Ω

=等式

必在边界 上取到。∂Ω

③，

等价于最大值必



证明：

证明思路：通过适当的函数变换，将问题化为 0f < 的情形，

然后利用引理2.1。

设 max ( ) 0
x

u x
∈Ω

≥ 。对 0,ε∀ >

1( ) ( ) ,axw x u x eε= +

令

则

 max ( ) max ( ) 0,
x x

w x u x
∈Ω ∈Ω

> ≥

( )Lw w c x w≡ −Δ +
1 12( ) ( )ax axu c x u a e c x eε ε= −Δ + − +

12 ( ) axf a c x eε ε⎡ ⎤= − −⎣ ⎦
由假设 ( )c x 在Ω 上有界，因此我们可以取

2 sup ( ),
x

a c x
Ω∈

>

其中 a 为待定常数。



所以，

max ( ) max ( ) 0,
x x

w x u x
∈Ω ∈Ω

> ≥

0,      Lw x< ∈Ω。

1 2( ) ( ) ( ) C ( ),axw x u x e Cε= + ∈ Ω Ω∩
对 0,ε∀ >

{
由引理2.1， ( )w x 在 Ω上的非负最大值只能在边界 ∂Ω上取到。

从而， max ( ) max ( ),
xx

w x w x
∈∂Ω∈Ω

=

于是，  max ( ) max ( ) max ( ),
xx x

u x w x w x
∈∂Ω∈Ω ∈Ω

< =

1 max ( ) max ax
x x

u x eε
∈∂Ω ∈∂Ω

≤ +

因为Ω 是有界的，故 1 max ax
x

e
∈∂Ω

为有界的。在上面的不等式

中令 0,ε → 就得：



max ( ) max ( )
xx

u x u x
∈∂Ω∈Ω

≤ 。

另一方面，总有

max ( ) max ( ),
x x

u x u x
∈∂Ω ∈Ω

≤

所以， max ( ) max ( )
x x

u x u x
∈∂Ω ∈Ω

= 。

于是，我们证明了：

max ( ) max ( ),
xx

u x u x
∈∂Ω∈Ω

=

如果 max ( ) 0,
x

u x
∈Ω

≥

也即是： ( )u x 在

则

Ω上的非负最大值必在边界 ∂Ω上取到。

定理2.1证毕。



推论1： 2( ) C ( )u C∈ Ω Ω∩　 ，

 0,     Lu f x= ≥ ∈Ω。

则 ( )u x 在 Ω上的非正最小值必在边界 ∂Ω上取到。

设在 ( ) 0c x ≥上 且有界，Ω

推论2： 2( ) C ( )u C∈ Ω Ω∩　 ，

 0,     Lu x= ∈Ω。

则 ( )u x 在 Ω上的非负最大值以及非正最小值必在边界 ∂Ω

设在 ( ) 0c x ≥上 且有界，Ω

上取到。

注： 由引理2.1的证明可以看出： ( ) 0 c x ≡ Ω于 ，如果

则引理2.1的结论中的 “非负最大值” 可以用 “最大值” 代替，

从而在定理2.2及其推论中的 “非负” 及 “非正” 可以去掉。

证明： 对 u− 应用定理2.2，并注意到 u− 的非负最大值等于

的非负最大值等于 u 的非正最小值。



注：

的非负最大值（非正最小值）必在边界上取到，

在 Ω 上的非负最大值（或非正最小值）是否也能在边界

不能确定它

事实上我们还可以证明更强的结论，即

如果增加条件： Ω 是连通的。

则，在定理2.2及其推论中， ( )u x 在 Ω 上的

上取到。

非负最大值（非正最小值）不能在 Ω 取到，

除非 ( )u x 在 Ω 上恒等于常数。

这一结论称为强极值原理，证明较复杂。参见书上定理2.4。

前面的定理2.2及其推论中，我们只能确定 ( )u x 在 Ω 上的



作 业

设 Ω 为 nR 中的有界开集，

,    ( , ) ,u f x y−Δ = ∈Ω　

,    ( , ) ,u x yϕ= ∈∂Ω　
{

的Green函数。

为边值问题( , ; , )G x y ξ η

用弱极值原理证明：

( , ; , ) 0,     ( , ) ,  ( , ) ,  ( , ) ( , )G x y x y x yξ η ξ η ξ η≥ ∈Ω ∈Ω ≠ 。

注：用强极值原理还可证明上式中等号不能成立。



§2.2 边值问题解的最大模估计

其中 max | |ϕ
∂Ω

Φ ≡ 、 sup | |F f
Ω

≡ 、

定理2.5：

设 Ω 为 nR 中的有界开集，∂Ω 为其边界。

,     ,u f x

考虑下述位势方程的Dirichlet问题：

−Δ = ∈Ω

2 ( ) C ( )u C∈ Ω Ω∩　设 是 Dirichlet 问题（2.5）的解，

则

u f−Δ =

Ω ∂Ω

u ϕ=,     ,u xϕ= ∈∂Ω{（2.5）

max | | ,u CF
Ω

≤Φ+

C 是仅依赖于维数

n 和 Ω 的直径的正常数。



证明：

辅助函数与问题的解作比较，再用比较原理得出结论。

与热平衡方程的情况相类似，我们可以通过构造适当的

,F = +∞如果 定理自然成立。所以我们只需考虑 F < +∞

令 ,v w u的情况。 = ± （两个函数写在一起）， ( )w x 待定。

我们要选取适当的 ( ),w x

 0 v≤ −Δ

,     ,w xϕ= ± ∈∂Ω{
使得函数 且：

2 ( ) C ( )v C∈ Ω Ω∩　

即：

(＊)

,     ,w xϕ≥ ∈∂Ω∓
,     ,w f x−Δ ≥ ± ∈Ω

2( ) C ( ),w C∈ Ω Ω∩

 w u= −Δ Δ∓  ,     ,w f x= −Δ ∈Ω∓
0 v≤ w u= ±



即， ( ) ( ) 0, ,w x u x x± ≥ ∀ ∈Ω　

于是， ( ) ( ) max ( ) ,   ,u x w x w x x
Ω

≤ ≤ ∈Ω　

这就得出了 u 上的最大模估计。在 Ω

如果（＊）式成立，则由弱极值原理的推论，得：

v 上的最小值必在边界在 Ω ∂Ω上取到，

从而， ( , ) 0, ,v x t x≥ ∀ ∈Ω　

下面来找满足（＊）的函数 w 。

,
 sup | |,

x y
d x y

∈Ω
= −

记 d 为 Ω 的直径，即

因为Ω 的有界的，所以 0 d< < +∞。

在 0 ,x ∈Ω中任意取定一点Ω 则当 x∈Ω 时， 0| |d x x> − 。



Ω ∂Ω

0x

( )2 2
0 ( ) | |

2
Fw x d x x
n

= − − +Φ

,     ,w xϕ≥ Φ ≥ ∈∂Ω∓
 ,     ,w F f x−Δ = ≥ ± ∈Ω

2( ) C ( ),w C∈ Ω Ω∩

因此，w 满足（＊）式。 于是，由前面的讨论，

则，

令

( ) ( ) max ( ) ,   ,u x w x w x x
Ω

≤ ≤ ∈Ω　

所以， max ( ) max ( ) ,u x w x CF
Ω Ω

≤ ≤ Φ＋

其中

2

2
dC
n

= 。 定理2.5证毕。



注： 由定理2.5，我们容易推出：

 ,     ,u f x−Δ = ∈Ω

2( ) C ( )C Ω Ω∩　的解在函数类 中是唯一的，

,     ,u xϕ= ∈∂Ω{
位势方程的Dirichlet问题：

以及在最大模

的意义下，解关于 f 和ϕ 是稳定的。



Ω ∂Ω

引理：

( ) ( ),     ,Lu u c x u f x x

下面我们考虑下述第三边值问题：

≡ −Δ + = ∈Ω

Lu

则

f=
( ) ( ),     ,u x u x xα ϕ∂

+ = ∈∂Ω
∂n

{（2.6）

1 2( ) C ( )u C∈ Ω Ω∩　 是（2.6）的解。

u uα ϕ∂
+ =

∂n

其中 n 为 ∂Ω 的单位外法向量。

n

设在 ( ) 0c x ≥上 且有界、Ω

( ) 0xα > 、 ( ) 0xϕ ≥ 、 ( ) 0f x ≥ 。

 ( ) 0,       u x x≥ ∈Ω　 。

证明：由弱极值原理，u 上的最小值必在边界在 Ω ∂Ω
因此存在 0x上取到。 ∈∂Ω 使得 0( ) min ,     u x u

Ω
=　

0≥

0≥



因此，只要证： 0( ) 0     u x ≥　 。

0Lu ≥
Ω

∂Ω

0u uα∂
+ ≥

∂n

n

0x
因为 0x 是 u 上的最小值点，在 Ω

n 为 ∂Ω 的单位外法向量，由方向导数的

定义，我们有

0

0,
x x

u

=

∂
≤

∂n
而由边界条件，

0

0 0( ) ( ) 0,
x x

u x u xα
=

∂
+ ≥

∂n

所以， 0 0( ) ( ) 0x u xα ≥ 。 又因为 0( )>0xα ，

0( ) 0     u x ≥　 。

这就有

引理证毕。



定理2.6：

则

1 2 ( ) C ( )u C∈ Ω Ω∩　 是（2.6）的解。

设在 ( ) 0c x ≥上 且有界、Ω 0( ) 0x αα ≥ > 、

( )max | | ,u C F
Ω

≤ Φ+

max其中 | |ϕ
∂Ω

Φ ≡ 、 sup | |F f
Ω

≡ 、

 n
C 是仅依赖于维数

α0、 和 Ω 的直径的正常数。

,F = +∞如果 定理自然成立。 所以我们只需考虑

F < +∞ 的情况。

令 ,v w u= ± （两个函数写在一起）， ( )w x 待定。

我们要选取适当的 ( ),w x 使得函数
1 2 ( ) C ( )v C∈ Ω Ω∩　

证明：

我们要设法利用前面的引理。



且满足：

即：

 0

(＊)

Lv≤

( ) ( )w ux w x uα α∂ ∂⎛ ⎞ ⎛ ⎞= + ± +⎜ ⎟ ⎜ ⎟∂ ∂⎝ ⎠ ⎝ ⎠n n

( ) ( ),     ,w x w x xα ϕ∂⎛ ⎞= + ± ∈∂Ω⎜ ⎟∂⎝ ⎠n

,     ,Lw f x≥ ± ∈Ω

( ) ( ),     ,w x w x xα ϕ∂
+ ≥ ± ∈∂Ω

∂n
{

如果（＊）式成立，则由前面的引理，得： 0,     ,v x≥ ∈Ω

,     ,Lw f x= ± ∈Ω Lw u= ± Δ

0 ( )v x vα∂
≤ +
∂n



即， ( ) ( ) 0, ,w x u x x± ≥ ∀ ∈Ω　

于是， ( ) ( ) max ( ) ,   ,u x w x w x x
Ω

≤ ≤ ∈Ω　

这就得出了u 上的最大模估计。在 Ω

下面来找满足（＊）的函数 w 。

,
 sup | |,

x y
d x y

∈Ω
= −

记 d 为 Ω 的直径，即

因为Ω 的有界的，所以 0 d< < +∞。

在 0 ,x ∈Ω中任意取定一点Ω 则当 x∈Ω 时， 0| |d x x> − 。

2
2 2

0
0 0

1 ( ) | | ,
2
F dw x d x x
n α α
⎛ ⎞+ Φ

= + − − +⎜ ⎟
⎝ ⎠

令



2( ) C ( ),w C∈ Ω Ω∩则，

2
2 2

0
0 0

1 ( ) | | ,
2
F dw x d x x
n α α
⎛ ⎞+ Φ

= + − − +⎜ ⎟
⎝ ⎠

令

w∂
∂n

( )Lw w c x w= −Δ + ( ) ,     ,F c x w f x= + ≥ ± ∈Ω

0  w ≥ Ω于 ，

( )0
1

2 ( )
2

n

i i i
i

F x x x
n

β
=

⎡ ⎤= − −⎢ ⎥⎣ ⎦
∑

{ }22
0

1

| | ( )
2

n

i i i
i

F x x x
n

β
=

⎡ ⎤≥ − − −⎢ ⎥⎣ ⎦
∑

这里， ( )1 2( ), ( ), , ( )nx x xβ β β=n " 为 ∂Ω 的单位外法向量，

{ }2

1
( ) 1,

n

i
i

xβ
=

=∑

( )2
0| | 1 ,

2
F x x
n

= − − +

( )1 2, , , ,nx x x x= " ( )0 01 02 0, , , nx x x x= " 。



w∂
∂n ( )2

0| | 1 ,     ,
2
F x x x
n

≥ − − + ∈∂Ω所以，

( ) ( )x w xα
2

2 2
0

0 0

1( ) | |
2
F dx d x x
n

α
α α

⎧ ⎫⎡ ⎤+ Φ⎪ ⎪= + − − +⎨ ⎬⎢ ⎥
⎪ ⎪⎣ ⎦⎩ ⎭

因为， 0( ) 0,  x xα α≥ > ∈∂Ω，故

( )21
( ) ( ) ,    ,

2
F d

x w x x
n

α
+

≥ +Φ ∈∂Ω

于是，
( ) ( )w x w xα∂

+
∂n ( )2 2

01 1 | |
2
F d x x
n

≥ + − − − +Φ

,    ,x≥ Φ ∈∂Ω

最后的不等号我们利用了 x∈∂Ω。0| |,d x x> −



因此，w 满足（＊）式。 于是，由前面的讨论，

( ) ( ) max ( ) ,   ,u x w x w x x
Ω

≤ ≤ ∈Ω　

所以， ( )max ( ) max ( ) ,u x w x C F
Ω Ω

≤ ≤ Φ＋

其中
( ) 2

0

0 0

1 1 1max ,  
2

d
C

n
α
α α

⎧ ⎫+ +⎪ ⎪= ⎨ ⎬
⎪ ⎪⎩ ⎭

。

定理2.6证毕。

2
2 2

0
0 0

1 ( ) | | ,
2
F dw x d x x
n α α
⎛ ⎞+ Φ

= + − − +⎜ ⎟
⎝ ⎠

而



注1： 由定理2.6，我们容易推出：

1 2( ) C ( )C Ω Ω∩　的解在函数类 中的解是唯一的，以及

下述第三边值问题：

在最大模的意义下，解关于 f 和ϕ 是稳定的。

注2：

( ) ( ),     ,u c x u f x x−Δ + = ∈Ω

( ) ( ),     ,u x u x xα ϕ∂
+ = ∈∂Ω

∂n
{（2.6）

如果 ( ) 0,xα ≡ 问题（2.6）是Neumann问题（第二

边值问题）。此时若 ( ) 0c x > 于Ω，我们仍可以证明

类似的最大模估计，并由此得出解的唯一性，但证明

过程较复杂； 若 ( ) 0c x ≡ 于 Ω，则问题化为



位势方程的Neumann问题：

一般来说，若（2.9）问题有解，则必有无穷多个解。事实上，若

是其一个解，( )u x 则对任意常数 ,C ( )u x C+ 也是它的解。

( ),     ,u f x x−Δ = ∈Ω

( ),     ,u x xϕ∂
= ∈∂Ω

∂n{（2.9）

另一方面，因为
,uudx dS

Ω ∂Ω

∂
− Δ = −

∂∫ ∫ n

( ) ( )f x dx x dSϕ
Ω ∂Ω

= −∫ ∫ 。

所以（2.9）有解的必要条件为

因此，（2.9）没有类似于前面的最大模估计。



练 习

• Page 232,  5；（利用定理2.2）

• Page 231,  1；

• Page 233,  6；
• Page 235,  12。

后面三题利用有关证明方法，而不是结果。



Ω ∂Ω设

本节我们将对边值问题建立能量模估计，即能量不等式。

§2.3 能量模估计

定理2.7：

Ω 为 nR 中的有界开集，∂Ω 为其边界。

 ( ) ,     u c x u f x−Δ + = ∈Ω，

考虑下述 Dirichlet 问题：

1 2 ( ) C ( )u C∈ Ω Ω∩　设 是 （2.10）的解，

u cu f−Δ + =

0u = 0,     u x= ∈∂Ω，{（2.10）

0 ( ) 0,     c x c x≥ > ∈Ω。则：

2 2 20( ) ( ) ( ) ,
2
cu x dx u x dx M f x dx

Ω Ω Ω
∇ + ≤∫ ∫ ∫

其中 M 仅依赖于 0c 。



证明：

u cu f−Δ + =

Ω ∂Ω

0u =

对方程两端乘 u 并在 Ω 上积分，得：

2( ) ( ) ( ) ( )u x u x dx c x u x dx
Ω Ω

− Δ +∫ ∫
( ) ( ) ,f x u x dx

Ω
= ∫

由分部积分公式，得

( ) ( )u x u x dx
Ω

− Δ∫
2 ( )( ) ( ) u xu x dx u x dS

Ω ∂Ω

∂
= ∇ −

∂∫ ∫ n
2( ) ,u x dx

Ω
= ∇∫

这里 n 为 ∂Ω 的单位外法向量。

n

( ) ( )f x u x dx
Ω∫

2 20

0

1 ( ) ( ) ,
2 2

cf x dx u x dx
c Ω Ω

≤ +∫ ∫



所以，

2 20

0

1 ( ) ( ) ,
2 2

cf x dx u x dx
c Ω Ω

≤ +∫ ∫
0 ( ) 0,     c x c x≥ > ∈Ω，因为 我们得：

2( )u x dx
Ω
∇∫ 2

0 ( )c u x dx
Ω

+ ∫

2( )u x dx
Ω
∇∫ 2

0 ( )c u x dx
Ω

+ ∫

称项后得：
2( )u x dx

Ω
∇∫ 20 ( )

2
c u x dx

Ω
+ ∫ 2

0

1 ( )  
2

f x dx
c Ω

≤ ∫ 。

2 20

0

1 ( ) ( ) ,
2 2

cf x dx u x dx
c Ω Ω

≤ +∫ ∫

证毕。



注2：由定理2.7，我们容易推出：

( ) ,     ,u c x u f x−Δ + = ∈Ω

0,     ,u x= ∈∂Ω{
Dirichlet问题：

在能量模的意义下，解关于 f 和ϕ 是稳定的。

注1：由定理2.7的结论可以推广到 0 0c = 的情况。



定理2.8：

下面考虑第二、三边值问题：

 ( ) ,     u c x u f x−Δ + = ∈Ω，

1 2 ( ) C ( )u C∈ Ω Ω∩　设 是 （2.12）的解，

 ( ) 0,     u x u xα∂
+ = ∈∂Ω

∂n
，{（2.12）

0 ( ) 0,     ( ) 0,     c x c x xα≥ > ≥ ∈Ω。 则：

2 2 20( ) ( ) ( ) ( )
2
cu x dx u x dx x u x dSα

Ω Ω ∂Ω
∇ + +∫ ∫ ∫

其中 M 仅依赖于 0c 。

2( ) ,M f x dx
Ω

≤ ∫

这里 n 为 ∂Ω 的单位外法向量。

证明： 与定理2.7的证明几乎完全一样。作为练习。



注1：由定理2.8，我们容易推出：第二、三边值问题：

能量模的意义下，解关于 f 和ϕ 是稳定的。

注2：

 ( ) ,     u c x u f x−Δ + = ∈Ω，

 ( ) 0,     u x u xα∂
+ = ∈∂Ω

∂n
，{（2.12）

在条件

0 ( ) 0,     ( ) 0,     c x c x xα≥ > ≥ ∈Ω

下，解在函数类
1 2( ) C ( )C Ω Ω∩　 中是唯一的， 且在

由定理2.8的结论在 0 0 ( ) 0 (  )c f x x= ≡ ∈Ω、 及

( ) 0 (  )x xα ≥ ∈Ω 的条件下仍然成立，此时的结论为：

2( ) 0,u x dx
Ω
∇ ≤∫



即： 2( ) 0,u x dx
Ω
∇ =∫

因此，  u 在 Ω 中恒为常数（假设 为连通的）。 Ω
特别，第二边值问题

 0,     u x−Δ = ∈Ω，

 0,     u x∂
= ∈∂Ω

∂n
，{

的解在 Ω 中恒为常数（假设 为连通的）。Ω 由此推出问题

 ,     u f x−Δ = ∈Ω，

 ,     u xϕ∂
= ∈∂Ω

∂n
，{

的任何两个解在Ω 中正好相关一个常数（假设 为连通的）。Ω



作 业

• Page 235,  14，15。

• 证明定理2.8。



第五章 二阶线性偏微分方程分类

§1.分类

(1)  一般二阶线性偏微分方程的分类法。

一、一般二阶线性偏微分方程：

2

, 1 1
( ) ( ) ( ) ( ), ,

m m
m

ij i
i j ii j i

u ua x b x c x u f x x
x x x= =

∂ ∂
+ + = ∈Ω ⊂

∂ ∂ ∂∑ ∑ R

其中 1 2( ) ( ), ( , , , ) .m
ij ji ma x a x x x x x= = ∈Ω ⊂ R

(1)

一般二阶线性偏微分方程可表为：

本章讨论：

(2)  常系数二阶线性偏微分方程化简法。

(3)  具有二个自变量的二阶线性偏微分方程化简法。



方程的二阶项系数矩阵：

11 12 1

21 22 2

1 2

( ) ( ) ( )
( ) ( ) ( )

( ) ,

( ) ( ) ( )

m

m

m m mm

a x a x a x
a x a x a x

x

a x a x a x

⎛ ⎞
⎜ ⎟
⎜ ⎟=
⎜ ⎟
⎜ ⎟
⎝ ⎠

A

为一对称矩阵。



二、二阶线性偏微分方程实例及其二阶项系数矩阵：

2 ,ttu a u f− Δ =波动
方程

热传导
方程

位势
方程

2

2

0 0

,
0 0
0 0 1

a

a

⎛ ⎞−
⎜ ⎟
⎜ ⎟=
⎜ ⎟−
⎜ ⎟⎜ ⎟
⎝ ⎠

A

2 ,tu a u f− Δ =

11, ,nm n t x += + =

2

2

0 0

,
0 0
0 0 0

a

a

⎛ ⎞−
⎜ ⎟
⎜ ⎟=
⎜ ⎟−
⎜ ⎟⎜ ⎟
⎝ ⎠

A
11, ,nm n t x += + =

,u f−Δ =
1 0

,
0 1

−⎛ ⎞
⎜ ⎟= ⎜ ⎟
⎜ ⎟−⎝ ⎠

A
,m n=

一个特征值与其余
特征值异号。

一个特征值为0，
其余特征值同号。

所有特征值同号。



三、二阶线性偏微分方程的分类：

1.同号，则称方程(1)在 点是椭圆型的。0x
定义5.1 若方程(1)的二阶项系数矩阵 的 个特征值0( )xA m

2.一个为0其余同号，则称方程(1)在 点是抛物型的。0x

3.一个与其余异号，则称方程(1)在 点是双曲型的。0x

如果对于区域 上的每一个点，方程(1)都为椭圆型（抛物型、
双曲型），则称方程(1)在 上为椭圆型（抛物型、双曲型）。Ω

Ω

例如：
2

ttu a u f− Δ =
2

tu a u f

波动方程

热传导方程

位势方程

− Δ =

u f−Δ =

是双曲型；

是抛物型；

是椭圆型。



三类方程的标准形式：

1 1
1 1

( ) ( ),
n n k k k

n n

k k
kx x x x xu u b x u f x

+ +
= =

− = +∑ ∑
1，双曲型方程的标准形：

1 1
1 1

( ) ( ),
n n k k k

n n

k k
kx x x x xu u b x u f x

+ +
= =

+ = +∑ ∑
2，椭圆型方程的标准形：

1 1

( ) ( ),
k k k

n n

k k
kx x xu b x u f x

= =

= +∑ ∑
3，抛物型方程的标准形：

这里，
1

1 2 1( , ,... , ) ,n
n nx x x x x +

+= ∈R ( )u u x= 是 元函数。1n+



注：当然，从矩阵的性质分析，还可以产生其他情形的分类，

但是由于这些方程的实际背景有的至今还不是很清楚，有

的即使有实际意义，但与上述三类方程相比，远没有引起

人们的兴趣和注意，所以一般偏微分方程理论都不涉及这

方面的任何内容。



根据二阶线性偏微分方程的分类法，我们自然会问，是否可以通过

适当的变换，将一个二阶线性偏微分方程的二阶项化简成三类标准的偏
微分方程之一。这对于一般情形是做不到，但对于二种情形是可行的
即：常系数二阶线性偏微分方程及含有二个自变量的二阶线性偏微分方
程。

对于常系数二阶线性偏微分方程的化简，有以下定理：

四、常系数二阶线性偏微分方程的化简：

定理5.1 若方程(1)的二阶项系数均为常数，且它属于椭圆型（抛物型、
双曲型）方程，则必有一个非奇异的自变量线性变换，将方程(1)的二阶
化为形如(4)（(3)、(2)）的标准形式。

证明：我们仅讨论方程(1)为椭圆型情形。

因为方程(1)的为常系数的，故可以表为如下形式：

( )
1

( ) ( ) ( ),
m

T
x x i

i i

uu b x c x u f x
x=

∂
∇ ∇ + + =

∂∑A

其中

1 2

, , , ,
T

x
mx x x

⎛ ⎞∂ ∂ ∂
∇ = ⎜ ⎟∂ ∂ ∂⎝ ⎠ 1 2

, , , ,
T

x
m

u u uu
x x x

⎛ ⎞∂ ∂ ∂
∇ = ⎜ ⎟∂ ∂ ∂⎝ ⎠

(5)



事实上，我们直接计算可得：

( )T
x x u∇ ∇A

1

2

11 12 1

21 22 2

1 2

1 2

, , , ( )

m

xm

xm

m

m m mm x

a a a
a a a

u x
x x x

a a a

∂⎛ ⎞⎛ ⎞
⎜ ⎟⎜ ⎟ ∂⎛ ⎞∂ ∂ ∂ ⎜ ⎟⎜ ⎟= ⎜ ⎟ ⎜ ⎟⎜ ⎟∂ ∂ ∂⎝ ⎠ ⎜ ⎟⎜ ⎟⎜ ⎟∂⎝ ⎠⎝ ⎠

1

2

11 12 1

21 22 2

1 2

1 2

, , ,

m

xm

xm

m

m m mm x

ua a a
ua a a

x x x
a a a u

∂⎛ ⎞⎛ ⎞
⎜ ⎟⎜ ⎟ ∂⎛ ⎞∂ ∂ ∂ ⎜ ⎟⎜ ⎟= ⎜ ⎟ ⎜ ⎟⎜ ⎟∂ ∂ ∂⎝ ⎠ ⎜ ⎟⎜ ⎟⎜ ⎟∂⎝ ⎠⎝ ⎠

1 2

1 2

1 2

11 12 1

21 22 2

1 2

1 2

, , ,

m

m

m

x x m x

x x m x

m

m x m x mm x

a u a u a u

a u a u a u
x x x

a u a u a u

∂ + ∂ + + ∂⎛ ⎞
⎜ ⎟

∂ + ∂ + + ∂⎛ ⎞∂ ∂ ∂ ⎜ ⎟= ⎜ ⎟⎜ ⎟∂ ∂ ∂⎝ ⎠⎜ ⎟
⎜ ⎟∂ + ∂ + + ∂⎝ ⎠



( )

( )

( )

1 2

1 2

1 2

11 12 1
1

21 22 2
2

1 2

m

m

m

x x m x

x x m x

m x m x mm x
m

a u a u a u
x

a u a u a u
x

a u a u a u
x

∂
= ∂ + ∂ + + ∂
∂

∂
+ ∂ + ∂ + + ∂ +
∂
∂

+ ∂ + ∂ + + ∂
∂

2

, 1
.

m

ij
i j i j

ua
x x=

∂
=

∂ ∂∑

作非奇异线性变换： ,Y = BX

其中

1

2 ,

m

y
y

y

⎛ ⎞
⎜ ⎟
⎜ ⎟=
⎜ ⎟
⎜ ⎟
⎝ ⎠

Y

1

2 ,

m

x
x

x

⎛ ⎞
⎜ ⎟
⎜ ⎟=
⎜ ⎟
⎜ ⎟
⎝ ⎠

X

11 12 1

21 22 2

1 2

,

m

m

m m mm

b b b
b b b

b b b

⎛ ⎞
⎜ ⎟
⎜ ⎟=
⎜ ⎟
⎜ ⎟
⎝ ⎠

B



1

2 ( )

m

x

x u x

x

∂⎛ ⎞
⎜ ⎟∂⎜ ⎟
⎜ ⎟∂
⎜ ⎟∂⎜ ⎟
⎜ ⎟
⎜ ⎟
∂⎜ ⎟

⎜ ⎟∂⎝ ⎠

1

2

m

u
x
u
x

u
x

∂⎛ ⎞
⎜ ⎟∂⎜ ⎟
⎜ ⎟∂
⎜ ⎟∂= ⎜ ⎟
⎜ ⎟
⎜ ⎟
∂⎜ ⎟

⎜ ⎟∂⎝ ⎠

1 2

1 1 2 1 1

1 2

1 2 2 2 2

1 2

1 2

m

m

m

m

m

m m m m

yy yu u u
y x y x y x

yy yu u u
y x y x y x

yy yu u u
y x y x y x

∂∂ ∂∂ ∂ ∂⎛ ⎞+ + +⎜ ⎟∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂⎜ ⎟
⎜ ⎟∂∂ ∂∂ ∂ ∂

+ + +⎜ ⎟∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂= ⎜ ⎟
⎜ ⎟
⎜ ⎟

∂∂ ∂∂ ∂ ∂⎜ ⎟+ + +⎜ ⎟∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂⎝ ⎠

11 21 1
1 2

12 22 2
1 2

1 2
1 2

m
m

m
m

m m mm
m

u u ub b b
y y y
u u ub b b
y y y

u u ub b b
y y y

∂ ∂ ∂⎛ ⎞+ + +⎜ ⎟∂ ∂ ∂⎜ ⎟
⎜ ⎟∂ ∂ ∂

+ + +⎜ ⎟∂ ∂ ∂= ⎜ ⎟
⎜ ⎟
⎜ ⎟
∂ ∂ ∂⎜ ⎟+ + +⎜ ⎟∂ ∂ ∂⎝ ⎠

1
11 21 1

12 22 2
2

1 2

m

m

m m mm

m

u
y

b b b
u

b b b
y

b b b
u
y

∂⎛ ⎞
⎜ ⎟∂⎜ ⎟⎛ ⎞
⎜ ⎟∂⎜ ⎟
⎜ ⎟⎜ ⎟ ∂= ⎜ ⎟⎜ ⎟
⎜ ⎟⎜ ⎟
⎜ ⎟⎝ ⎠ ∂⎜ ⎟
⎜ ⎟∂⎝ ⎠



1
11 21 1

12 22 2
2

1 2

m

m

m m mm

m

u
y

b b b
u

b b b
y

b b b
u
y

∂⎛ ⎞
⎜ ⎟∂⎜ ⎟⎛ ⎞
⎜ ⎟∂⎜ ⎟
⎜ ⎟⎜ ⎟ ∂= ⎜ ⎟⎜ ⎟
⎜ ⎟⎜ ⎟
⎜ ⎟⎝ ⎠ ∂⎜ ⎟
⎜ ⎟∂⎝ ⎠

,T
yu∇= B

( ) ( )
1 1

( ) ( ) ( ),
m mT jT T

y y i
i j j i

yuu b x c x u f x
y x= =

∂∂⎡ ⎤∇ ∇ + + =⎢ ⎥⎣ ⎦ ∂ ∂∑ ∑B A B

代入(5)得：

( )
, 1

( ) ( ) ( ),
m

T T
y y ji i

i j j

uu b b x c x u f x
y=

∂⎡ ⎤∇ ∇ + + =⎣ ⎦ ∂∑BAB

整理得：



,T = ±BAB E

由线性代数知识知，存在非奇异矩阵 ，使得B

于是方程化为：

( )
, 1

( ) ( ) ( ),
m

T
y y ji i

i j j

uu b b x c x u f x
y=

∂
± ∇ ∇ + + =

∂∑E

即：

, 1
( ) ( ) ( ),

m

y ji i
i j j

uu b b x c x u f x
y=

∂
±Δ + + =

∂∑

方程的二阶项部分化为椭圆型方程的标准形式。



化常系数方程为标准方程的方法总结：

第一步：写出方程的二阶项的系数矩阵 ；A

第二步：找非奇异矩阵 ， 使得B

第三步：作变换 或 将 关于 的有

关偏导数用 关于 的偏导数表示出来，并

代入方程即可得方程的标准形式。

,  Y = BX ,  -1X = B Y u x
u y

TBAB

1 0 0

 ,
0 1 0
0 0 μ

⎛ ⎞
⎜ ⎟
⎜ ⎟=
⎜ ⎟
⎜ ⎟
⎝ ⎠

其中

1  ,
-1 
0 

μ
⎧
⎪= ⎨
⎪
⎩

，

，

椭圆型；

双曲型；

抛物型。

注：二阶项一定化成了 而不必再算。1 1 1 1
... ,

m m m my y y y y yu u uμ
− −

+ + +



例：化方程 2 2 2

2 2
1 2 1 2

0,u u u
x x x x
∂ ∂ ∂

+ + =
∂ ∂ ∂ ∂

为标准型，其中， 1 2( , ) u u x x= 。

解：
1
2

1
2

1
,

1
⎛ ⎞

= ⎜ ⎟
⎝ ⎠

A

TBAB
1 0
0 μ
⎛ ⎞

= ≡⎜ ⎟
⎝ ⎠

F

要找非奇异矩阵B 使得

由线性代数的知识，这等价于二次型
Tx Ax 在变换

Tx = B z下化为

2 2
1 2

T T T T z zμ= = = +x Ax z BAB z z Fz



2 2 2 2
1 1 2 2 1 2x x x x z zμ+ + = +即：

或：
2

2 2 22
1 2 1 2

3
2 4
xx x z zμ⎛ ⎞+ + = +⎜ ⎟

⎝ ⎠
2

1 1 2 2
3,     =1

2 2
xz x z x μ= + = ， 。

即：

1
3

2
3

1

0

−⎛ ⎞
= ⎜ ⎟⎜ ⎟
⎝ ⎠

x z

,Tx = B z因为 所以，

1
3

1 22
3 33

1 1 0
0

T
−⎛ ⎞ ⎛ ⎞

= =⎜ ⎟ ⎜ ⎟⎜ ⎟⎜ ⎟ −⎝ ⎠⎝ ⎠
B

于是，原方程的二阶项在变换 下化为Y = BX 1 1 2 2
,y y y yu u+

所以，

因为原方程只有二阶项，所以原方程化为 1 1 2 2
0y y y yu u+ = 。

原方程为椭圆型方程。



注： 若方程还有低阶，则还要进一步计算。

由 Y = BX

得： ,T
x yu u∇ ∇= B

即：
1 1

2 2
T

m m

u u
x y
u u
x y

u u
x y

∂ ∂⎛ ⎞ ⎛ ⎞
⎜ ⎟ ⎜ ⎟∂ ∂⎜ ⎟ ⎜ ⎟
⎜ ⎟ ⎜ ⎟∂ ∂
⎜ ⎟ ⎜ ⎟∂ ∂⎜ ⎟ ⎜ ⎟
⎜ ⎟ ⎜ ⎟
⎜ ⎟ ⎜ ⎟
∂ ∂⎜ ⎟ ⎜ ⎟

⎜ ⎟ ⎜ ⎟∂ ∂⎝ ⎠ ⎝ ⎠

= B

由上式算出 再代入低阶项计算即可。( 1, 2,..., ),
i

u i m
x
∂

=
∂



作 业

• Page  254,  3  (1)。



§2.二个自变量的方程的化简

一、二个自变量二阶线性偏微分方程的特征线

本节讨论方程：

(1).特征线定义

2 2 2

11 12 222 2

2
1 2

( , ) 2 ( , ) ( , )

( , ) ( , ) ( , ) ( , ), ( , ) ,

u u ua x y a x y a x y
x x y y
u ub x y b x y c x y u f x y x y
x y

∂ ∂ ∂
+ +

∂ ∂ ∂ ∂
∂ ∂

+ + + = ∈Ω ⊂
∂ ∂

R

(1)

22

11 12 22( , ) 2 ( , ) ( , ) 0.a x y a x y a x y
x x y y
ϕ ϕ ϕ ϕ⎛ ⎞∂ ∂ ∂ ∂⎛ ⎞ + + =⎜ ⎟⎜ ⎟∂ ∂ ∂ ∂⎝ ⎠ ⎝ ⎠

定义2.1 称二维平面上的曲线 为方程(1)的
特征线，如果在曲线 上的每一点成立

{ }( , ) ( , ) 0L x y x yϕ= =
L

(2)



(2).特征线求法

对于特征线 确定的隐函数求导得( , ) 0x yϕ =

( , ) ( , ) 0,x yx y dx x y dyϕ ϕ+ =
代入特征线方程(2)得

( ) ( )2 2
11 12 22( , ) 2 ( , ) ( , ) 0,a x y dy a x y dxdy a x y dx− + =

2

11 12 22( , ) 2 ( , ) ( , ) 0,dy dya x y a x y a x y
dx dx

⎛ ⎞ − + =⎜ ⎟
⎝ ⎠

当 时可得：11( , ) 0a x y ≠

为关于 的二次方程，解方程得：
dy
dx
dy
dx

2
12 12 11 22

11

,
a a a a

a
± −

=

记 这时有三种可能：
2

12 11 22 ,a a aΔ ≡ −

(4)

(3)



1°在点 的近旁 由于0 0( , )x y 0,Δ >

2
12 11 22a a aΔ ≡ − 11 12

12 22

a a
a a

= −

1 2 0λ λ= − >

即方程的二阶项系数矩阵的二个特征值异号，方程为双曲型。此时
(4)的右端取相异的实值，解对应的常微分方程可得两族不同的实

特征线，将它们表示为

1( , ) ,x y Cϕ =

2 ( , ) .x y Cϕ =

3°在点 的近旁 此时，方程为椭圆型，不存在实的

特征线。
0 0( , )x y 0,Δ <

2°在点 的近旁 并且 不全为0，方程为抛
物型， (4)的右端取唯一的实值，解对应的常微分方程可得一族实特

征线，将其表示为

0 0( , )x y 0,Δ ≡ 11 12 22, ,a a a

1( , ) ,x y Cϕ =



总结：二阶线性偏微分方程

2 2 2

11 12 222 2

1 2

( , ) 2 ( , ) ( , )

( , ) ( , ) ( , ) ( , )

u u ua x y a x y a x y
x x y y
u ub x y b x y c x y u f x y
x y

∂ ∂ ∂
+ +

∂ ∂ ∂ ∂
∂ ∂

+ + + =
∂ ∂

2
12 11 22( , ) ( , ) ( , ) ( , ),x y a x y a x y a x yΔ ≡ −1，判断类型：

( , ) 0,x yΔ > 在该点有两条特征线通过，方程为双曲型；

( , ) 0,x yΔ = 在该点有一条特征线通过，方程为抛物型；

( , ) 0,x yΔ < 在该点没有实特征线通过，方程为椭圆型。

注：1，两个变量的方程只有这三种类型。

2，讨论过一点的特征线，要在这点的一个邻域内讨论，否则没有

意义。



2，特征线的求法：

( ) ( )2 2
11 12 22( , ) 2 ( , ) ( , ) 0,a x y dy a x y dxdy a x y dx+ =−

特征线 满足常微分方程：( )y y x=

即： 2
12 12 11 22

11
11

,     ( 0)
a a a a

a
a

± −
= ≠

dy
dx

或
2

12 12 11 22
22

22

,     ( 0)
a a a a

a
a

± −
= ≠

dx
dy

或 11 22 12     ( 0,  0)x y a a a= = = = ≠常数， 常数，



3，三类方程名称的由来。

考虑下述代数方程：

2 2
11 12 22( )            ( , ) 2 ( , ) ( , ) 0,a x y X a x y XY a x y Y∗ + + =

其中 固定。( , )x y

是如果 ( )∗ ,X Y 平面上的椭圆，则偏微分方程为椭圆型；

是如果 ( )∗ ,X Y 平面上的抛物线，则偏微分方程为抛物型；

是如果 ( )∗ ,X Y 平面上的双曲线，则偏微分方程为双曲型；

因此， 称为相应的偏微分方程的特征方程。( )∗

注：上面讲的双曲线和抛物线包括退化的情况。



二、二个自变量二阶线性偏微分方程的化简

(1)在点 的近旁 此时方程(1)为双曲型，它有二族不同的

实特征线：
0 0( , )x y 0,Δ >

( , ) .x y Cψ =

( , ) ,x y Cϕ =

我们引入新的自变量 ：,ξ η
( , ),
( , ).
x y
x y

ξ ϕ
η ψ
=⎧

⎨ =⎩
由于特征线满足

( , ) ,
( , )

x

y

x ydy
dx x y

ϕ
ϕ

= −
( , ) ,
( , )

x

y

x ydy
dx x y

ψ
ψ

= −

它们为二次代数方程

2
11 12 22( , ) 2 ( , ) ( , ) 0,a x y a x y a x yλ λ− + =

的二个不同实根，因此有

(5)



( , ) ( , ) ,
( , ) ( , )

x x

y y

x y x y
x y x y

ϕ ψ
ϕ ψ

− ≠ −

( , )
( , )

J
x y
ξ η∂

= −
∂

即：

( , ) ( , )
0

( , ) ( , )
x y

x y

x y x y
x y x y

ϕ ϕ
ψ ψ

= ≠

因此，变换(5)是可逆的。求导得

,x x xu u uξ ηξ η= +

,y y yu u uξ ηξ η= +
2 22 ,xx x x x x xx xxu u u u u uξξ ξη ηη ξ ηξ ξ η η ξ η= + + + +

2 22 ,yy y y y y yy yyu u u u u uξξ ξη ηη ξ ηξ ξ η η ξ η= + + + +

( ) ,xy x y x y y x x y xy xyu u u u u uξξ ξη ηη ξ ηξ ξ ξ η ξ η η η ξ η= + + + + +

代入方程，经整理得：
2 2 2

11 12 22 1 22 22 ,u u u u ub b b c c du f
ξ ξ η η ξ η
∂ ∂ ∂ ∂ ∂

+ + + + + =
∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂



其中

2 2
11 11 12 222x x y yb a a aξ ξ ξ ξ= + +

2 2
22 11 12 222x x y yb a a aη η η η= + +

12 11 12 22( ) ,x x x y x y y yb a a aξ η ξ η η ξ ξ η= + + +
2 2

11 12 222 ,x x y ya a aψ ψ ψ ψ= + +

2 2
11 12 222 ,x x y ya a aϕ ϕ ϕ ϕ= + +

由特征线的定义知：

11 22 0,b b= =

另一方面
* 2 2

12 11 22 12b b b bΔ ≡ − =

( )
( )

22 2 2 2
12 11 22 12 11 22

22 2 2
12 11 22

2 2y x y x x y x y x y x y

x y x y

a a a a a a

a a a

ξ η ξ η ξ ξ η η ξ ξ η η

ξ η ξ η

= − − +

+ −
2

 0,x y

x y

ϕ ϕ
ψ ψ

= Δ >( )( )22
12 11 22 x y x ya a a ξ η η ξ= − −



方程化为：
2

( , ) ( , ) ( , ) ( , ),u u u u fα ξ η β ξ η υ ξ η ξ η
ξ η ξ η
∂ ∂ ∂

+ + + =
∂ ∂ ∂ ∂

� (6)

再令 1
2
1
2

( ),
( ),
s t
s t

ξ
η
= +⎧

⎨ = −⎩
方程可化为：

1 2 ( , ).tt ss t su u b u b u cu f s t− + + + = (7)



(2)在点 的近旁 此时方程(1)为抛物型，它只有一族实特

征线：
0 0( , )x y 0,Δ =

任选函数 满足：( , )x yψ
( , ) ,x y Cϕ =

我们引入新的自变量 ：,ξ η
( , ),
( , ).
x y
x y

ξ ϕ
η ψ
=⎧

⎨ =⎩

( , )
( , )

J
x y
ξ η∂

= −
∂

( , ) ( , )
0,

( , ) ( , )
x y

x y

x y x y
x y x y

ϕ ϕ
ψ ψ

= ≠

同样求导、代入方程并经整理得：
2 2 2

11 12 22 1 22 22 ,u u u u ub b b c c du f
ξ ξ η η ξ η
∂ ∂ ∂ ∂ ∂

+ + + + + =
∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂

类似可得
11 0,b =



同时注意到

12 11 12 22( ) ,x x x y x y y yb a a aξ η ξ η η ξ ξ η= + + +

11 11 22 22( ) ,x x x y x y y ya a a aξ η ξ η η ξ ξ η= + + +

( )( )11 22 11 22 0,x y y xa a a aξ ξ η η= + + =

于是方程化为
2

1 22 ( , ),u u uc c du f ξ η
η ξ η
∂ ∂ ∂

+ + + =
∂ ∂ ∂

�

又注意到函数 的二阶导数为
( , )av ue ξ η=

( , ) ( , ) 2 ( , )2 ,a a av u e a u e a ueξ η ξ η ξ η
ηη ηη η η η= + +

取

22 ( , ) ( , ),a cη ξ η ξ η=

即

0

1
22( , ) ( , ) ,a c s ds

η

η
ξ η ξ= ∫

(8)



方程(8)两边同乘以

1
22

0
( , )

,
c s ds

e
η

η
ξ∫

1
22

0
( , )

,
c s ds

v ue
η

η
ξ∫=

令

方程(8)进一步可化为

2

12 ( , ).v vb dv f ξ η
η ξ
∂ ∂

+ + =
∂ ∂



(3)在点 的近旁 此时方程(1)为椭圆型，它不存在实特征
线，但方程(4)的通积分只能是复函数，可设为

0 0( , )x y 0,Δ <

( , ) ( , ) ( , ) ,x y x y i x y Cϕ ψΦ = ± =

同样引入新的自变量 ：,ξ η
( , ),
( , ).
x y
x y

ξ ϕ
η ψ
=⎧

⎨ =⎩

其中 和 均为实函数，则 满足( , )x yψ( , )x yϕ ( , )z x y= Φ
2 2

11 12 222 0.x x y ya a aΦ + Φ Φ + Φ = (9)

则 和 为函数无关的。事实上，由(9)可得( , )x yψ( , )x yϕ

dy
dx

( )2
11 12 11 22 12 ,x ya a i a a aΦ = − ± − Φ

2
12 11 22 12

11

,x

y

a i a a a
a

± −Φ
= − =

Φ

从而得：



( , )
( , )

J
x y
ξ η∂

= −
∂

( , ) ( , )
( , ) ( , )

x y

x y

x y x y
x y x y

ϕ ϕ
ψ ψ

=

将实部与虚部分开得：

2
11 12 11 22 12 ,x y ya a a a aϕ ϕ ψ= − + −

2
11 12 11 22 12 ,x y ya a a a aψ ψ ϕ= − − −

因此

2
12 11 22 12

11

2
12 11 22 12

11

y y
y

y y
y

a a a a
a

a a a a
a

ϕ ψ
ϕ

ψ ϕ
ψ

− + −

=
− − −

2
11 22 12

11

y y

y y

a a a
a

ψ ϕ
ϕ ψ

−
=

− ( )
2

11 22 12 2 2

11

0.y y

a a a
a

ϕ ψ
−

= + ≠

(10)



同样求导、代入方程并经整理得：
2 2 2

11 12 22 1 22 22 ,u u u u ub b b c c du f
ξ ξ η η ξ η
∂ ∂ ∂ ∂ ∂

+ + + + + =
∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂

将 代入(9)，将实部与虚部分开，类似可得

12 0,b =

11 12 22( ) 0.x x x y x y y ya a aξ η ξ η η ξ ξ η+ + + =

2 2
11 12 222 ,x x y ya a aψ ψ ψ ψ= + +2 2

11 12 222x x y ya a aϕ ϕ ϕ ϕ+ +

即：

11 22 ,b b=

2 2

1 22 2 ( , ).u u u uc c du f ξ η
ξ η ξ η
∂ ∂ ∂ ∂

+ + + + =
∂ ∂ ∂ ∂

因此，方程化为：



利用特征线化方程为标准型总结：

1，双曲型。设两簇特征线为 ( , ) .x y Cψ =( , ) ,x y Cϕ =

作自变量变换 ( , ),
( , ).
x y
x y

ξ ϕ
η ψ
=⎧

⎨ =⎩
方程化为形如

2

( , ) ( , ) ( , ) ( , ),u u u u fα ξ η β ξ η υ ξ η ξ η
ξ η ξ η
∂ ∂ ∂

+ + + =
∂ ∂ ∂ ∂

�

再作变换
1
2
1
2

( ),
( ),
s t
s t

ξ
η
= +⎧

⎨ = −⎩

则方程化为标准型： 1 2 ( , ).tt ss t su u b u b u cu f s t− + + + =

当在某点的一个领域内，方程为三种类型之一时，可按下法将
方程在这个领域内化为相应的标准型。



2，抛物型。设一簇特征线为 ( , ) ,x y Cϕ =

( , )
( , )x y
ϕ ψ∂

∂

( , ) ( , )
0,

( , ) ( , )
x y

x y

x y x y
x y x y

ϕ ϕ
ψ ψ

≡ ≠

任取选取与 线性无关的函数 ，即要求( , )x yψ( , )x yϕ

作自变量变换
( , ),
( , ).
x y
x y

ξ ϕ
η ψ
=⎧

⎨ =⎩

则方程化为标准型：
2

1 22 ( , ),u u uc c du f ξ η
η ξ η
∂ ∂ ∂

+ + + =
∂ ∂ ∂

�

如再作函数变换
1

22
0

( , )
,

c s ds
v ue

η

η
ξ∫=

2

12 ( , ).v vb dv f ξ η
η ξ
∂ ∂

+ + =
∂ ∂则方程可进一步化简为



2，椭圆型。设两簇虚特征线为

以其实部和虚部作为新的自变量，即作自变量变换

( , ),
( , ).
x y
x y

ξ ϕ
η ψ
=⎧

⎨ =⎩

则方程化为标准型：

( , ) ( , ) ,x y i x y Cϕ ψ± =

2 2

1 22 2 ( , ).u u u uc c du f ξ η
ξ η ξ η
∂ ∂ ∂ ∂

+ + + + =
∂ ∂ ∂ ∂



例题

例1：化方程

2 2

2 2 0u uy
x y
∂ ∂

+ =
∂ ∂

为标准型。

解：
11 12 22,  0,  1,a y a a= = =

2
12 11 22

0,      0;
0,     0.

y
a a a y

y
< >⎧

Δ = − = − = ⎨ > <⎩

所以，当  0y > 方程为椭圆型，当 0y < 方程为双曲型。

注意：方程在 轴上是抛物型，但我们不能化为标准

型，因为在 上任意点的任何领域内，都有不属于抛

物型的点。

x
x



情形1： 0.y <

特征线方程为 ( ) ( )2 2 0,y dy dx+ =

所以， ,dx y
dy

= ± − 解得
3
22 ( ) ,

3
x y C= − +∓

写成：

3
22 ( ) ,

3
x y C± − =

作自变量变换：

{
3
22 ( ) ,

3
x yξ = + −

3
22 ( ) .

3
x yη = − −

则：



u u u
x x x

ξ η
ξ η

∂ ∂ ∂ ∂ ∂
= +

∂ ∂ ∂ ∂ ∂

{ 1,xξ =

.y yξ = − − { 1,xη =

.y yη = −

u u
ξ η

∂ ∂
= +
∂ ∂

u uy
ξ η

⎛ ⎞∂ ∂
= − − +⎜ ⎟∂ ∂⎝ ⎠

2

2

u
x

∂
=

∂

2 2 2 2

2 2

u u u u
ξ ξ η η ξ η

⎛ ⎞ ⎛ ⎞∂ ∂ ∂ ∂
+ + +⎜ ⎟ ⎜ ⎟∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂⎝ ⎠ ⎝ ⎠

2 2 2

2 22u u u
ξ η ξ η
∂ ∂ ∂

= + +
∂ ∂ ∂ ∂

u u u
y y y

ξ η
ξ η

∂ ∂ ∂ ∂ ∂
= +

∂ ∂ ∂ ∂ ∂



1
2

u u
y ξ η
⎛ ⎞∂ ∂

− − +⎜ ⎟∂ ∂− ⎝ ⎠

2

2

u
y

∂
=

∂
2 2

2

u uy y
ξ ξ η

⎡ ⎤⎛ ⎞∂ ∂
+ − − −⎢ ⎥⎜ ⎟∂ ∂ ∂⎝ ⎠⎣ ⎦

2 2

2

u uy y
η ξ η

⎡ ⎤⎛ ⎞∂ ∂
+ − − − +⎢ ⎥⎜ ⎟∂ ∂ ∂⎝ ⎠⎣ ⎦

1
2

u u
y ξ η
⎛ ⎞∂ ∂

= − − +⎜ ⎟∂ ∂− ⎝ ⎠
2 2 2

2 22u u uy
ξ η ξ η

⎛ ⎞∂ ∂ ∂
− − +⎜ ⎟∂ ∂ ∂ ∂⎝ ⎠

代入原方程，得：



2 2

2 20 u uy
x y
∂ ∂

= +
∂ ∂

2 2 2

2 22u u uy
ξ η ξ η

⎛ ⎞∂ ∂ ∂
= + +⎜ ⎟∂ ∂ ∂ ∂⎝ ⎠

1
2

u u
y ξ η
⎛ ⎞∂ ∂

− − +⎜ ⎟∂ ∂− ⎝ ⎠
2 2 2

2 22u u uy
ξ η ξ η

⎛ ⎞∂ ∂ ∂
− − +⎜ ⎟∂ ∂ ∂ ∂⎝ ⎠

2

4 uy
η ξ
∂
∂ ∂

1 0 .
2

u u
y ξ η
⎛ ⎞∂ ∂

− − + =⎜ ⎟∂ ∂− ⎝ ⎠
所以，

再令， { ,t sξ = +

.t sη = −
即， { ,

2
t ξ η+
=

.
2

s ξ η−
=

即 0 .u u
ξ η

∂ ∂
− + =
∂ ∂

( )
2

6 uξ η
η ξ
∂

−
∂ ∂



1 ,
2

t t s
ξ η ξ
∂ ∂ ∂

= = =
∂ ∂ ∂

1 ,
2

s
η
∂

= −
∂

1 ,
2

u u u
t sξ

∂ ∂ ∂⎛ ⎞= +⎜ ⎟∂ ∂ ∂⎝ ⎠
1 ,
2

u u u
t sη

∂ ∂ ∂⎛ ⎞= −⎜ ⎟∂ ∂ ∂⎝ ⎠

2 2 2 2 2

2 2

1 1 1
2 2 2

u u u u u
t t s s t sξ η

⎡ ⎤⎛ ⎞ ⎛ ⎞∂ ∂ ∂ ∂ ∂
= − + −⎢ ⎥⎜ ⎟ ⎜ ⎟∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂⎝ ⎠ ⎝ ⎠⎣ ⎦

2 2

2 2

1
4

u u
t s

⎡ ⎤∂ ∂
= −⎢ ⎥∂ ∂⎣ ⎦

所以，原方程化为

2 2

2 2

4 .
3

u u u
t s s s

∂ ∂ ∂
− =

∂ ∂ ∂



情形 2： 0.y >

特征线方程为 ( ) ( )2 2 0,y dy dx+ =

所以， ,dx i y
dy

= ± 解得
3
22 ,

3
ix y C= ± +

写成：

3
22 ,

3
ix y C± =

作自变量变换：

{ ,xξ =
3
22 .

3
yη =

则：



u u u
x x x

ξ η
ξ η

∂ ∂ ∂ ∂ ∂
= +

∂ ∂ ∂ ∂ ∂

{ 1,xξ =

0 .yξ = { 0,xη =

.y yη =

,u
ξ

∂
=
∂

2

2

u
x

∂
=

∂

2

2

u
ξ
∂
∂

代入原方程，得：

u u u
y y y

ξ η
ξ η

∂ ∂ ∂ ∂ ∂
= +

∂ ∂ ∂ ∂ ∂
,uy

η
∂

=
∂

2 2

2 2

1 .
2

u u uy
y y η η

∂ ∂ ∂
= +

∂ ∂ ∂



2 2

2 20 u uy
x y
∂ ∂

= +
∂ ∂

2 2

2 2

1
2

u u uy y
yξ η η

∂ ∂ ∂
= + +

∂ ∂ ∂

所以，

即，原方程化为：

2 2

2 2 3
2

1

2

u u u

yξ η η
∂ ∂ ∂

+ = −
∂ ∂ ∂

2 2

2 2

1
3

u u u
ξ η η η
∂ ∂ ∂

+ = −
∂ ∂ ∂

解毕。



例2：化方程

2 2 2
2 2

2 22 0u u uy xy x
x x y y
∂ ∂ ∂

+ + =
∂ ∂ ∂ ∂

为标准型。

解： 2 2
11 12 22,  ,  ,a y a xy a x= = =

2
12 11 22 0.a a aΔ = − = 方程为抛物型。所以，

特征线方程为 ( ) ( )2 22 22 0,y dy xydxdy x dx− + =

即

,y C
x
=

解得

写成：

,y Cx=( )2 0,ydy xdx− =

不妨设 0,x ≠ （ 的情况类似， 方程为恒等式）0 y ≠ 0 0x y= =、



,y
x

ξ =令 另取函数 ,yη =

因为，
( , )
( , )x y
ξ η∂

∂
2

2

1
0,

0 1

y
y

x x
x

−
= = − ≠

所以 ξ η、 是线性无关的。

u u u
x x x

ξ η
ξ η

∂ ∂ ∂ ∂ ∂
= +

∂ ∂ ∂ ∂ ∂ 2 ,y u
x ξ

∂
= −

∂

u u u
y y y

ξ η
ξ η

∂ ∂ ∂ ∂ ∂
= +

∂ ∂ ∂ ∂ ∂
1 ,u u
x ξ η
∂ ∂

= +
∂ ∂



2

2

u
x

∂
=

∂

2

3 2 2 2

2 y u y y u
x x xξ ξ

⎛ ⎞∂ ∂
= − −⎜ ⎟∂ ∂⎝ ⎠

2

2

u
y

∂
∂

2 2

3 4 2

2 ,y u y u
x xξ ξ

∂ ∂
= +

∂ ∂

2u
x y
∂

=
∂ ∂

2 2 2 2

2 2

1 1 1u u u u
x x xξ ξ η η ξ η
⎛ ⎞ ⎛ ⎞∂ ∂ ∂ ∂

= + + +⎜ ⎟ ⎜ ⎟∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂⎝ ⎠ ⎝ ⎠
2 2 2

2 2 2

1 2u u u
x xξ ξ η η

∂ ∂ ∂
= + +

∂ ∂ ∂ ∂
2 2

2 2 2

1 1u y u u
x x xξ ξ η ξ

⎛ ⎞∂ ∂ ∂
− − +⎜ ⎟∂ ∂ ∂ ∂⎝ ⎠

2

y u
x x ξ
⎛ ⎞∂ ∂
−⎜ ⎟∂ ∂⎝ ⎠

1 ,u u
y x ξ η
⎛ ⎞∂ ∂ ∂

= +⎜ ⎟∂ ∂ ∂⎝ ⎠

2 2

2 3 2 2

1 .u y u y u
x x xξ ξ η ξ

∂ ∂ ∂
= − − −

∂ ∂ ∂ ∂



代入方程并化简，得：
2

2 3 2

1 .u u uξ
η η ξ η η
∂ ∂ ∂

= − +
∂ ∂ ∂

注：再作函数变换

21

1 1 1exp exp
2 2

v u d uη
η η

∞⎛ ⎞ ⎛ ⎞
= = −⎜ ⎟ ⎜ ⎟

⎝ ⎠ ⎝ ⎠
∫

还可将方程化为：

2

2 3 4 3

1 1 1exp .
4 2

v v vξ
η η ξ η η η

⎛ ⎞ ⎛ ⎞∂ ∂
= − + − −⎜ ⎟ ⎜ ⎟∂ ∂ ⎝ ⎠ ⎝ ⎠

解毕。



作 业

• Page  254： 1  (1)、(2)、(3)；2。
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