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Chapter 1

基基基本本本理理理论论论

1.1 爱爱爱因因因斯斯斯坦坦坦系系系数数数

谱线的自发辐射、受激辐射（也称为负吸收）和吸收可以用三个爱因斯
坦系数Aul、Bul和Blu描述。 自发跃迁系数由单位时间在单位立体角内发射频
率νul =

Eu−El

h 的光子的概率dps定义

dps = Aul
dΩ

4π
. (1.1)

因此，自发跃迁系数的量纲为s−1。
类似地，受激辐射吸收和受激吸收系数由下面两个公式定义

dpi = BulIν(Ω)
dΩ

4π
, (1.2)

dpa = BluIν(Ω)
dΩ

4π
, (1.3)

其中Iν(Ω)是Ω方向的辐射强度。注意，爱因斯坦系数和发射谱线的原子、分子
的微观性质有关，和物质 的宏观性质无关。我们可以在某些特殊的情况下确定
这三个系数之间的关系，但这些关系是普遍适用的。
假设处于上能级Eu的粒子数密度为nu,处于下能级El的粒子数密度为nl，

在热平衡时，吸收的光子数等于发射的光子数

nu(Aul +BulIν)
dΩ

4π
= nlBluIν

dΩ

4π
. (1.4)

热平衡时上下能级粒子数满足玻尔兹曼公式

nu

nl
=

gu
gl

exp

(
−Eu − El

kT

)
, (1.5)

辐射强度Iν(Ω, T ) = Bν(T )。在T → ∞的极限下，Iν → ∞，可以得出
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Bul = Blu
gl
gu

. (1.6)

另一方面，将这个关系式带入方程 1.4可以得到

Iν =
Aul

(nl/nu)Blu −Bul
=

Aul

Bul

(
ehν/kT − 1

)−1

. (1.7)

参考黑体辐射强度公式

Bν(T ) =
2hν3

c2
1

ehν/kT − 1
(1.8)

可以得到

Aul =
2hν3

c2
Bul. (1.9)

1.2 含含含爱爱爱因因因斯斯斯坦坦坦系系系数数数的的的辐辐辐射射射转转转移移移方方方程程程

可以通过含爱因斯坦系数的辐射转移方程建立爱因斯坦系数和发射系数以
及吸收系数之间的关系。自发辐射能量可以表示为

dEs = hν0nuAulϕs(ν)dV
dΩ

4π
dνdt. (1.10)

总的受激发射能量为

dEi = hν0nuBulIνϕs(ν)dV
dΩ

4π
dνdt, (1.11)

总的吸收能量为

dEa = hν0nlBluIνϕa(ν)dV
dΩ

4π
dνdt (1.12)

其中跃迁频率ν0 ≡ Eu−El

h ，体积元dV = dsdσ，其中dσ是垂直于传播方向的面
元。假设 ϕs(ν) = ϕa(ν) = ϕ(ν)。在稳态情形下，

dEs + dEi − dEa = dIνdΩdνdt (1.13)

将dEs、dEi、dEa的表达式带入整理后可得

dIν
ds

= −hν0
4π

(nlBlu − nuBul)Iνϕ(ν) +
hν0
4π

nuAulϕ(ν). (1.14)

可以看出，通常辐射转移方程中的吸收系数κν可以表示为

κν =
hν0
4π

NlBlu

(
1− glnu

gunl

)
ϕ(ν), (1.15)

发射系数ϵν可以表示为

ϵν =
hν0
4π

nuAulϕ(ν). (1.16)

根据爱因斯坦系数之间的关系，吸收系数也可以写为

κν =
c2

8πν20

gu
gl

nlAul

(
1− glnu

gunl

)
ϕ(ν). (1.17)
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1.3 谱谱谱线线线强强强度度度

一个振荡电偶极子d(t) = ex0 cosωt在整个4π立体角内的功率为

P (t) =
2

3

e2v̇(t)2

c3
(1.18)

一个振荡周期内的平均辐射功率为

⟨P ⟩ = 64π4

3c3
ν40

(ex0

2

)2

(1.19)

其中 ex0

2 ≡ µul为平均电偶极矩。另一方面，平均辐射功率可以用爱因斯坦系数
表示为

⟨P ⟩ = hν0Aul (1.20)

所以可以得到爱因斯坦系数

Aul =
64π4

3hc3
ν30 |µul|2 . (1.21)

知道了谱线的中心频率和爱因斯坦系数Aul就可以计算辐射功率。Aul的大
小反映了谱线的比强度。
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Chapter 2

动动动理理理学学学温温温度度度的的的计计计算算算

动理学温度1是分子云的一个重要的物理参量。和柱密度的计算正好相反，
动理学温度的确定需要使用光学厚谱线。
对于动理学温度为TK的等温气体云，辐射转移方程的解可以写为

1

eT0/TL − 1
=

(
1

eT0/TK − 1
− 1

eT0/Tc − 1

)(
1− e−τ(v)

)
, (2.1)

其中T0 = hν0/k，Tc是背景连续谱亮温度。对于光线厚谱线，τ(v) ≫ 1，因
此右边第二个括号可以近似为1，也就是和速度（频率）无关。因此，可以
由光学厚谱线的峰值温度和背景连续谱亮温度（通常为宇宙微波背景辐射温
度2.73K）计算动理学温度TK。

1为了区分Dynamic和Kinetic，这里按照等离子体里面的译法，把Kinetic译作动理学。
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Chapter 3

柱柱柱密密密度度度的的的计计计算算算

3.1 基基基本本本公公公式式式

一般情况下，方程 1.17中的nu/nl是不确定的，因而粒子数密度（体密
度）nl和发射系数 κν之间没有简单关系。但是在（局域）热动平衡条件下，上
下能级粒子数密度按玻尔兹曼分布布居，

nu

nl
=

gu
gl

exp

(
−hν0

kT

)
(3.1)

于是由方程 1.17可以得到

κν =
c2

8πν20
nuAul

[
exp

(
hν0
kT

− 1

)]
ϕ(ν). (3.2)

方程两边对光线传播路径积分，注意到
∫
κνds = τν，

∫
nuds = Nu，可以得到

τν =
c2

8πν20
NuAul

[
exp

(
hν0
kT

)
− 1

]
ϕ(ν) (3.3)

此方程两边再对频率积分并整理可以得到（注意到
∫
ϕ(ν) = 1）

Nu =
8πν20
c2

1

Aul

1[
exp

(
hν0

kT

)
− 1

] ∫ τνdν (3.4)

将对频率ν的积分换为对速度v的积分，注意到dν = (ν0/c)dv，

Nu =
8π

c3
ν30
Aul

1[
exp

(
hν0

kT

)
− 1

] ∫ τνdv (3.5)

将常数值带入，速度以km/s为单位，频率以GHz为单位，可以得到

Nu = 93.1
ν30
Aul

1

[exp (4.80× ν0/T )− 1]

∫
τνdv. (3.6)
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分子中的T是谱线的激发温度（上下能级布居确定的温度，也就是热动平衡温
度）。如果hν0 ≪ kT，则

Nu = 1.94× 103
ν20T

Aul

∫
τνdv. (3.7)

这个式子在实际使用的时候并不方便，因为激发温度和光深都是未知的。在光
深较小的情况下，τ ≪ 1，根据辐射转移方程的形式解，对于等温介质，亮温
度为

Tb(v) = T [1− eτ(v)] + Tce
τ(v), (3.8)

在忽略背景源Tc时，Tb ≈ Tτ(v)。下能级粒子柱密度可以表示为

Nu = 1.94× 103
ν20
Aul

∫
Tbdv. (3.9)

由此公式只能计算出处于下能级的粒子的柱密度。为得到总的柱密度，还需要
知道各能级的布居数之间的关系。对于一些特定情况，各能级 的布居数之间有
确定的关系，由此可以由下能级粒子的柱密度计算总的柱密度。
在热动平衡条件不成立时，从谱线强度（亮温度）只能确定上能级的粒子

柱密度Nu！

3.2 二二二能能能级级级系系系统统统

对于只有两个能级的系统，如果处于热动平衡状态，并且知道激发温
度Tex，那么上下能级粒子的布居数之比（柱密度之比）为

Nu

Nl
=

gu
gl

exp

(
− hν0
kTex

)
. (3.10)

因而总的柱密度

N(total) = Nu +Nl = Nu

[
1 +

gl
gu

exp

(
hν0
kTex

)]
. (3.11)

如果hν0 ≪ kTex，总的柱密度近似为

N(total) ≈ Nu
gu + gl

gu
. (3.12)

3.3 热热热动动动平平平衡衡衡系系系统统统

计算多个能级的热平衡系统总的柱密度需要知道所有态的求和，即配分函
数

Z =
∞∑
0

(2J + 1) exp

[
−hBeJ(J + 1)

kT

]
, (3.13)

其中h是普朗克常数，Be ≡ h̄/4πΘe是转动常数，Θe是分子的转动惯量， J(J+
1)是角动量平方算符的本征值，k是玻尔兹曼常数。
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总的柱密度可以用某个能级（量子数为J）粒子的柱密度表示为

N(total) = N(J)
Z

(2J + 1) exp
[
−hBeJ(J+1)

kT

] . (3.14)

将配分函数的求和近似为积分可以得到

Z ≈
∫ ∞

0

exp

[
−hBeJ(J + 1)

kT

]
(2J + 1)dJ =

kT

hBe
. (3.15)

因而总的柱密度可以近似表示为

N(total) = N(J)
kT

(2J + 1)hBe
exp

[
hBeJ(J + 1)

kT

]
. (3.16)

3.4 光光光深深深改改改正正正

在下能级柱密度表达式（方程 3.9）中使用了近似Tb ≈ Tτ(v)，这个近似只
在光深较小时成立，在光深τ ∼ 1时，使用这个表达式需要进行光深改正。
光深改正的思想来源于亮温度的形式解，方程 3.8。由于在方程 3.9中积分

函数是Tb，而严格表达式中积分函数是光深τ，一个简单的想法就是取改正因
子为

fτ =
τ0

1− eτ0
. (3.17)

改正后的柱密度为
Nc(total) = fτN(total). (3.18)


