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Chapter 1

基基基本本本量量量

辐射转移方程描述的是电磁波（光子）传播过程中辐射强度（光子分布函
数）的变化规律。其它种类的辐射不在本书范围之内。

1.1 物物物理理理量量量

从电磁波的观点来看，辐射强度可以用单位时间内沿某方向在单位立体角
范围内通过单位投影面积的单位频率范围内的能量来 表示，辐射强度Iν的定义
式为

dE = Iν cos θdtdΩdAdν, (1.1)

其中E是能量，t是时间，Ω是立体角，A是接收面的面积，ν是频率，θ是电磁
波传播方向和接收面法线的 夹角，cos θ的因子来源于将接收面投影到垂直于电
磁波传播方向的平面上。设dσ = cos θdA。
从光子的观点来看，辐射强度可以用光子在相空间中的分布函数f(r,p, t)表

示。辐射强度和光子分布函数的关系为

Iν = chνf(r,p, t), (1.2)

其中c是光速，h是普朗克常数。
对于热平衡辐射，辐射强度Iν可以用普朗克函数

Bν(T ) =
2hν3

c2
1

ehν/kT − 1
(1.3)

表示。对于射电频率，通常hν ≪ kT，所以

Bν(T ) ≈
2ν2

c2
kT. (1.4)

对于一个辐射强度，定义亮温度TB为假设此辐射为热平衡辐射所对应的温度，

TB ≡ c2

2ν2k
Iν . (1.5)
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4 CHAPTER 1. 基本量

1.2 不不不变变变量量量

1.2.1 平平平直直直空空空间间间中中中的的的均均均匀匀匀介介介质质质

对于一束光线，考虑路径上没有发射和吸收，光束在光源处的截面积
为dσs，在接收者处的截面积为dσr，光源到 接收者的距离为D。在光源处，辐
射强度为

Iν,s =
dEs

dtsdΩsdνsdσs
, (1.6)

在接收者处，辐射强度为

Iν,r =
dEr

dtrdΩrdνrdσr
. (1.7)

在平直空间中，dts = dtr，dνs = dνr。由能量守恒dEs = dEr可以得到

Iν,sdΩsdσs = Iν,rdΩrdσr, (1.8)

注意到对于均匀介质，光沿直线传播，因而有dΩs = dσr/D
2和dΩr = dσs/D

2，
可以得到

Iν,s = Iν,r. (1.9)

也就是说，在平直空间的均匀介质中，辐射强度Iν是一个不变量。

1.2.2 平平平直直直空空空间间间中中中的的的非非非均均均匀匀匀介介介质质质

考虑到介质不均匀，折射率在空间上有变化，此时，光不沿直线传播，光
束的立体角会随传播而发生变化，Iν不再是 不变量。
考虑两个临近的面元1和2，光从面元1入射，入射角为θ1，此处的折射率

为n1，从面元2出射，出射角为θ2， 此处的折射率为n2。根据折射定律

n1 sin θ1 = n2 sin θ2 (1.10)

微分可得
n1 cos θ1dθ1 = n2 cos θ2dθ2 (1.11)

通过面元1和2的能量分别为

dE1 = Iν,1 cos θ1dt1dΩ1dν1dA1, (1.12)

dE2 = Iν,2 cos θ2dt2dΩ2dν2dA2, (1.13)

根据能量守恒dE1 = dE2得到

Iν,1 cos θ1dΩ1 = Iν,2 cos θ2dΩ2. (1.14)

折射前和折射后光束所张立体角之比为

dΩ1

dΩ2
=

sin θ1dθ1
sin θ2dθ2

=

(
n2

n1

)2
cos θ2
cos θ1

. (1.15)
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带入前一个式子可以得到
Iν,1
n2
1

=
Iν,2
n2
2

. (1.16)

所以，在平直空间的折射率随空间变化的介质中，Iν/n
2是一个不变量。

1.2.3 弯弯弯曲曲曲空空空间间间

在弯曲空间中，不考虑介质的影响，沿类光测地线，Iν/ν
3是一个不变量。
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Chapter 2

辐辐辐射射射转转转移移移方方方程程程

光子传播的问题可以用一般的基于相空间的玻尔兹曼方程描述，由光子的
玻尔兹曼方程可以导出辐射转移方程。

2.1 平平平直直直空空空间间间的的的辐辐辐射射射转转转移移移方方方程程程

2.1.1 均均均匀匀匀介介介质质质

在平直空间中光子的玻尔兹曼方程可以写为

∂f

∂t
+ (v · ∇)f + (F · ∇p)f =

(
Df

Dt

)
c

, (2.1)

其中右边的碰撞项在不考虑折射率的影响时等于单位体积发射的光子数减去吸
收的光子数， (

Df

Dt

)
c

= (jν − κνIν)/(hν) (2.2)

其中，jν是发射系数，κν是吸收系数。 不考虑广义相对论效应，由于光子的静
止质量为0，所以F ≡ 0，结合辐射强度和光子的分布函数的关系（方程 1.1）
可以得到

1

chν

∂Iν
∂t

+
1

chν
c(l · ∇)Iν = (jν − κνIν)/(hν) (2.3)

其中光子速度v已经写为cl，化简后得到平直空间均匀介质中的辐射转移方程

1

c

∂Iν
∂t

+ (l · ∇)Iν = jν − κνIν . (2.4)

对于稳态源，方程可以简化为

dIν
ds

= jν − κνIν (2.5)

定义光深τν ≡
∫
κνds，上式可以进一步写为

dIν
dτ

= Sν − Iν , (2.6)
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8 CHAPTER 2. 辐射转移方程

其中源函数Sν ≡ jν/κν。
根据方程 1.5，还可以写出亮温度形式的辐射转移方程。

dTB

ds
=

(
c2

2ν2k

)
jν − κνTB (2.7)

在热平衡时，吸收等于发射

jν = κνBν(TS), (2.8)

其中TS是热平衡温度。于是亮温度形式的辐射转移方程可以写为

dTB

dτ
= TS − TB, (2.9)

其中dτ = κνds。

2.1.2 考考考虑虑虑折折折射射射率率率变变变化化化

考虑折射率变化，辐射转移方程 2.5右边应该加上和折射率有关的一项

dIν
ds

= jν − κνIν +
∂Iν
∂nν

dnν

ds
, (2.10)

注意到Iν/n
2是不变量，即Iν/n

2 =常数，所以

∂Iν
∂nν

− 2

nν
Iν = 0 (2.11)

带入方程 2.10整理后得到

d

ds

(
Iν
n2
ν

)
=

jν
n2
ν

− κν

(
Iν
n2
ν

)
, (2.12)

这个方程和均匀介质中的辐射转移方程非常类似，只是发射系数和折射率有
关。从某种意义上来说，这个方程是一种推广形式的辐射转移方程。此 方程还
可以写为

d

dτ

(
Iν
n2
ν

)
= S′

ν −
(
Iν
n2
ν

)
, (2.13)

其中源函数S′
ν ≡ jν/(kνn

2
ν)。

2.2 弯弯弯曲曲曲时时时空空空的的的辐辐辐射射射转转转移移移方方方程程程

引力场是完全时空的表现，在弯曲时空中，即使光子沿测地线传播，频率
和光束的截面也会发生变化。因而，在完全时空中，辐射强度Iν 不再是不变
量，而Iν/ν

3是不变量。此外，电磁波在弯曲时空中传播时，偏振也会受到影
响，所以严格来说应该用考虑偏振的辐射转移方程进行描述。在引力场较弱的
情况下可以忽略偏振的变化，只考虑辐射强度Iν的辐射转移方程。
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2.2.1 忽忽忽略略略偏偏偏振振振的的的变变变化化化

在弯曲时空中，辐射转移问题通常直接用弯曲空间的波尔斯曼方程处理。
有时候为了方便理解，也写出和平直空间里类似的辐射转移方程。和前面类
似，这样的辐射转移方程也是用不变量描述的。如前所述，弯曲空间中没有介
质时，F = Iν/ν

3是不变量。辐射转移方程可以写为

paeα(a)
∂F

∂xα
− paΓb

acp
c ∂F

∂pb
= −fF+ g, (2.14)

其中eα(a)是标架，Γb
ac = eα(a)e

(b)
γ eγ(c);α。f和g与吸收系数κν和发射系数jν的关系

为
fν = νκν , g = jν/ν

2. (2.15)

事实上，从这个方程可以看出点玻尔兹曼方程的影子。
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Chapter 3

形形形式式式解解解

3.1 无无无发发发射射射、、、无无无吸吸吸收收收传传传播播播

对于平直空间中的均匀介质，在没有发射和吸收的时候，辐射转移方程描
述的纯粹是电磁波的传播，方程 2.4 简化为

1

c

∂Iν
∂t

+ (l · ∇)Iν = 0. (3.1)

这个方程的形式解为
Iν = F (t− r/c), (3.2)

其中F (x)是任意可微函数。对于稳态源，这个解说明的正是：辐射强度Iν是一
个不变量。
类似地，对于稳态源，无发射、无吸收时，在考虑折射率变化的情况下，

辐射转移方程的解表明Iν/n
2是不变量；在弯曲时空中 辐射转移方程的解表

明Iν/ν
3是不变量。

3.2 平平平直直直时时时空空空的的的一一一般般般解解解

考虑光从介质中的A点传播到B点，方程 2.6的形式解（B点的辐射强度）
可以写为

Iν(B) = Iν(A)e
−(τB−τA) +

∫ B

A

e−(τB−τ ′)Sν(τ
′)dτ ′. (3.3)

重新规定光深的零点，设τA = 0，上式可以写为

Iν(τ) = Iν(0)e
−τ +

∫ τ

0

e−τ ′
Sν(τ

′)dτ ′. (3.4)

此形式解也可以写成亮温度的形式。

T = T0e
−τ +

∫ τ

0

e−τ ′
T (τ ′)dτ ′ (3.5)
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Chapter 4

应应应用用用实实实例例例

4.1 谱谱谱线线线的的的辐辐辐射射射转转转移移移

对于谱线而言，线心附近的发射系数j和吸收系数κ都包括谱线和连续谱两
个部分，即j = jL + jc， κ = κL + κc。假设线心附近的辐射强度为IL，则线心
附近的辐射转移方程为

dIL
ds

= (jL + jc)− (κL + κc)IL. (4.1)

形式解为

IL(s) = I0e
−τ(s) +

∫ s

0

(jL + jc)e
−τ(s′)ds′, (4.2)

其中光深τ = τL + τc 在谱线附近的连续谱区，κL ≃ 0，jL = 0，假设连续谱区
的辐射强度为Ic，辐射转移方程变为

dIc
ds

= jc − κcIc. (4.3)

形式解为

Ic(s) = I0e
−τc(s) +

∫ s

0

jce
−τ(s′)ds′. (4.4)

二者之差即为谱线强度

IL − Ic = I0(e
−τ(s) − e−τc(s)) +

∫ s

0

jLe
−τ(s′)ds′ +

∫ s

0

jc(e
−τ(s′) − e−τc(s

′))ds′.

(4.5)
通常谱线的光深远大于连续谱光深τL ≫ τc，如果介质对连续谱是光学薄
的，τL ≪ 1，将其近似为0。 假设介质处于局域热动平衡，jL/κL = BL(T )，
上式可以近似为

IL − Ic = I0(1− eτL) +BL(T )(1− eτL)− Ĩc(1− e−τ̃L), (4.6)
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14 CHAPTER 4. 应用实例

其中Ĩc ≡
∫ s

0
jcds

′，

e−τ̃L ≡
∫ s

0
jce

−τL(s′)ds′∫ s

0
jcds′

. (4.7)

注意到τL和τ̃L同量级，因而可以得出结论：当

BL(T ) > I0 + Ĩc (4.8)

时，IL − Ic > 0，谱线是发射线。反之则是吸收线。由连续谱区辐射转移方程
的形式解方程 4.4， Ic ≃ I0 + Ĩc。所上面的判据变为

BL(T ) > Ic. (4.9)

也就是，对于处于局域热动平衡的介质，如果在连续谱区是光学薄的，并且线
心的普朗克函数值超过附近连续谱的辐射强度，那么介质产生发射线。反之产
生吸收线。
用亮温度表示，产生发射线的判据可以表示为

TL > Tc, (4.10)

而相应地，产生吸收线的判据为

TL < Tc. (4.11)

4.2 Sobolev近近近似似似――――――逃逃逃逸逸逸几几几率率率法法法

4.2.1 均均均匀匀匀发发发光光光球球球

在一个均匀发光球表面的一点，出射方向θ的辐射强度为

I(θ) =

∫ τθ

0

je−τ ′
ds =

j

κ
(1− e−2τ cos(θ)), (4.12)

其中τ ′ = κs′是路径长度s′处的光深，τ = κr是从球心到表面的光深，r是球的
半径。辐射通量

πF = 2π

∫ π/2

0

I(θ) cos θ sin θdθ

=
πj

2κτ2
[2τ2 − 1 + (2τ + 1)e−2τ ].

(4.13)

若球完全透明，辐射通量为

πF0 =
4πj 4π

3 r3

4πr2
=

4π

3
jr. (4.14)

于是光子的逃逸几率为

Pesc =
πF

πF0
=

3

4τ

[
1− 1

2τ2
+

(
1

τ
+

1

2τ2

)
e−2τ

]
(4.15)
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4.2.2 均均均匀匀匀平平平行行行平平平面面面

用类似的方法处理均匀平行平面。在均匀平行平面表面的一点，出射方
向θ的辐射强度为

I(θ) =

∫ τθ

0

je−τ ′
ds =

j

κ
(1− e−τ/ cos θ), (4.16)

其中τ ′ = κs′是路径长度s′处的光深，τ = κL是沿垂直平面方向从平行平面一边
到另一边的光深，L是平行平面的厚度。辐射通量

πF = 2π

∫ π/2

0

I(θ) cos θ sin θdθ

=
2πjτ2

κ

[∫ 1/τ

0

(1− e−1/x)xdx

]
.

(4.17)

其中做了变量代换x = cos θ/τ。若平行平面完全透明，则辐射通量为

πF0 = lim
S→∞

4πjLS/2S = 2πjL. (4.18)

所以光子的逃逸几率为

Pesc = τ

[∫ 1/τ

0

(1− e−1/x)xdx

]
. (4.19)

4.2.3 大大大速速速度度度梯梯梯度度度（（（LVG）））近近近似似似

通常分子云的线宽都远大于热展宽，其中有可能有大尺度运动，而且速度
梯度很大，以至于从一个地方发出的光子只能被近似局域的介质吸收。而未被
吸收的光子可以直接离开分子云。假设谱线形状为ϕ(x)，满足归一化条件∫

ϕ(x′)dx′ = 1, (4.20)

其中x′ = ν − ν0 +
ν0

c
dvs
ds

s
c，ν是频率，ν0是谱线的中心频率，

dvs
ds 是分子云的速

度梯度。对整个谱线形状和所有角度平均的逃逸几率为

Pesc =
1

4π

∫
dx

∫
4π

dΩϕ(x′) exp[−τ(x, µ)], (4.21)

其中µ = cos θ，光深

τ(x, µ) = κ0(µ)
c

(dvs/ds)ν0

∫
ϕ(x′)dx′. (4.22)
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令y =
∫
ϕ(x′)dx′，将变量x变换为y，注意到τ(y, µ) ∝ y逃逸几率可以写为

Pesc =
1

4π

∫ ∫
exp[−τ(x, µ)]dydΩ

=
1

2

∫
1− exp(−τ(µ))

τ(µ)
dµ

(4.23)

注意到τ ∝ 1/µ2，近似用1/3代替µ2，逃逸几率变为

Pesc =
1− exp(−3τ)

2τ
. (4.24)

考虑上下能级粒子的动态平衡

nl(Clu +BluI) = nu(Aul +BulI + Cul), (4.25)

注意到
Clu

Cul
=

gu
gl

eT0/Tk (4.26)

和
nu

nl
=

gu
gl

eT0/Tex , (4.27)

其中T0 ≡ hν0/k，Tk和Tex分别是动力学温度和激发温度。注意到nu(Aul +
BulI)− nlBluI正是离开介质的光子数nuAulPesc，于是有

nlClu = nu(AulPesc + Cul), (4.28)

将方程 4.26和4.27带入上式整理得

exp

(
T0

Tex
− T0

Tk

)
= 1 +

Aul

Cul
(4.29)

最终可以得到激发温度的表达式

Tex

T0
=

Tk/T0

1 + Tk/T0 ln
[
1 + Aul

3Culτ
(1− exp(−3τ))

] . (4.30)

注意到这个表达式中激发温度的计算至依赖于局域量，这就将问题极大地简化
了。


