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无标度网络：过去与未来[8]

网络并非固定结点随机连线，而显示出增长

和择优连线，使得网络度分布为幂律。

实际网络都收敛于类似结构与年龄规模无关。

网络的结构和演化不可分割，即动态非静态。

无标度网络涌现网络核心，故稳健而又脆弱。

除非探讨网络拓扑，否则无法理解复杂系统。

还没有发现能够解释网络动力学的普适框架。

复杂系统单元之间连接(相互作用)如此重要，这正是
现在我们关注网络的原因。
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1. 无标度网和B-A模型
Barabási和Albert在《科学》上发表的“随
机网络中标度涌现”论文[2]尤其引人关注。

根据对万维网结构调查得到的情况，论文的

主要思想有：从许多实际复杂网络度分布的

统计结果发现具有幂律尾部是其普遍的特征。

他们提出一个择优增长的动态模型去解释产

生幂律的机制；并且认为正确的模型其网络

度分布应该独立于时间；从此具有幂律度分

布的网络被称为无标度(scale-free)网络。



B-A模型及其不明确处
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B-A模型定义
(1)初始：开始给定 个结点；

(2)增长：在每个时间步增加一个新结点和m
条新连线；

(3)择优：新结点按照度择优概率Π选择旧结
点i与之连线，不允许重复连线。

Bollobás等人[9]指出B-A模型不明确处
(1)初始网络没有设定，孤立结点无法择优连线；
(2) m > 1时如何进行择优连接？依次还是同时；
(3)旧结点i获得连线的概率为什么等于mΠ？

0m



Bollobás等人的LCD模型[9]
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允许结点自连线和结点之间重复连线

LCD模型定义
(1)开始一个顶点和一条自连边的图 ；

(2)从 到 择优增长概率 ；

(3)将图 顶点合并得图 。

LCD模型讨论
(1)定义明确，图过程是动态的，却有静态的描述；
(2)m=1时，与B-A模型也不相同；
(3)旧结点i获得连线的概率不容易确定。
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Dorogovtsev等人的吸引模型[10]

只允许结点之间重复连线

吸引模型定义

(1)初始：两个结点一条连线；
(2)增长：在每个时间步增加一个新结点和m
条新连线；

(3)择优：新结点按照度择优概率Π选择旧结
点i与之连线，允许重复连线。

吸引模型讨论
(1)定义明确， m=1时与B-A模型相同；
(2)旧结点i获得连线的概率好确定，但不等于mΠ。
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Holme和Kim的模型[11]

不允许自连线和重复连线

H-K模型(特殊情况)定义
(1)初始m+1个结点全连通；
(2)每步增加一个新结点和m条连线；
(3)第1条按度择优概率Π选择旧结点i与之连
线，其余m–1条在选中i的邻域随机连线。

H-K模型讨论
(1)定义明确， m=1时与B-A模型相同；
(2)旧结点i获得连线的概率精确等于mΠ；
(3)群集系数大，不是所有连线都择优(有点模块择优)。



时间独立还是时间相依[12]
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正确的模型其网络度分布应不应该独立于时间?
B-A模型通过固定加线数和度择优连线来反映与时间
无关。即使如此，也只能近似地保证P(k,t)与t无关。
只有复制模型[13]：(1)随机选一旧结点复制为新结点；
(2)新结点指向旧结点连一条线；(3)新结点再复制旧结
点指向更老结点的连线，才能保证P(k,t)与t无关。
实际网络度分布必须考虑网络有限规模的影响!
代替假定 ，提出研究时间相依的幂律度分布

其中度指数相对网络规模稳健，系数需要重点探讨。

( , ) ( )P k t C t k γ−=
( ) ~P k k γ−
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是无标度还是标度丰富[14]

度分布不是网络拓扑的唯一指标
加洲理工学院Li等人[14]认为仅以度分布是幂律作为

无标度网定义不尽合理，因为幂律是方差跨度极大

的高可变分布，由于存在极大的波动性，所以幂律

相同的度分布网络完全可能具有极其不同的拓扑结

构和特性。因特网和代谢网就是两个典型的案例，

它们面对蓄意攻击仍然是“稳健而非脆弱”。
提出网络无标度程度的测量问题
因特网和代谢网的度分布都是幂律，根据他们的测

度计算，两者都是标度丰富的网络。
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2. 代谢网络和层次网络模型
Barabási等人在《科学》上发表的“代谢网络
模块化层次组织”论文[6]是另一篇重要论文。

Barabási等人[5,6]统计了大量的代谢网络，发现

它们是无标度的，度指数接近2.2以及群集系数
与度k存在反比关系。
为此，他们提出可以用4结点全连通模块生成的
层次网络来建模。他们得到该层次网络是无标

度的，其度指数接近2.26，以及群集系数与度k
存在反比关系。 (存在标度指数问题？)
不知何故？总结没有提及这两篇文章。

 1( ) ~C k k −
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几何增长网络模型

文献上对其度指数一直颇有争议

第一个确定性层次网络， Barabási得到度指数
(1)

后来觉得不妥，他们又将度指数修正为

(2)
这也是Dorogovtsev[15]对伪分形图得到的度指数。

在PRL上引入阿波罗网[16]得到的度指数也是如此;
然而四年后，在PRL上又出现反复，重新回到(1)。

这会不会是总结不提及的原因？

 ln 3 ln 2

 1 (ln 3 ln 2)γ = +
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网络度分布统计方法

代谢网络以大肠杆菌(E. Coil)为例
总结点数为851，入度 715，出度 702。
层次网络以4结点连通图模块为例

当n=5时有1024个结点，
规模就将超过。网络
只有度3，4，5，6，
7，14，41，122，
结点数192，144，
300，81， 243，
48，12，3，1。
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方法1——画度频率图
度频率方法

代谢网络度指数2.2；层次网络度指数1.26
常用方法，尾部摆动，容易误导
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方法2——logarithmic binning
logarithmic binning对数盒子方法

中心：1.3, 2.6, 5.2, 10.4, 20.8, 41.6, 83.2, 166.4, 332.8
盒子：[1,2)，[2,4)，[4,8)，[8,16)，…，[512,1024)

原图 复原图
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方法3——画秩次图
上述logarithmic binning比较陌生(代谢网)
度秩次补分布方法

秩次图 补分布图

推荐方法，指数加1 ，比较准确
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实际网络的恰当模型

B-A模型不是因特网络恰当模型，因为

因特网标度丰富[17]，稳健而非脆弱！

层次网络模型也不是代谢网络恰当模

型，因为代谢网络标度丰富[18]，稳健而

非脆弱！

启发式最优模型可能更适合作为因特网

和代谢网络模型[17,18]。

部分复制则可能更适合作为万维网的模

型[13]。等价于确定的自然数整除网络，见最后面。
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3. 无标度网络的动力学特性1
Barabási等人在《自然》上[7]发表的无标度网
“稳健而又脆弱”论文是第一篇动力学文献。
他们模拟比较了ER随机图和BA无标度网络对结点删除的影响。
两种方式：一是某些结点随机失效；二是蓄意攻击中枢点集。

10000个结点
20000条连线

横坐标

删除结点比例

纵坐标

网络直径变化
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稳健而又脆弱特性的原因

Barabási等人解释[7]

他们认为这是ER随机图结点同质(泊松分布)，而BA
无标度网结点异质(幂律分布)有hub nodes所致。

Bollobás等人证明[19]

他们对类似于BA模型的LCD模型做了严格证明，BA
网比ER图更稳健而又更脆弱的原因是由于择优连线。

Li等人提出的质疑[14]

认为与是否存在网络核心有关。网络核心是指高度数
结点相互连接组成的子网络，即所谓网络结点同配。
Newman[20]则认为技术、生物网络往往结点异配。



网络核心和度−度相关性
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Li等人[14]引入无标度程度来测量。

令D={d1,…dN}表
示网络度序列，

Li等人[7]提议用

测量无标度程度

其中 是

在度分布相同时

的最大值。 BA模型

max( ) ( )S g s g s=

maxs

( , )
( ) i ji j E

s g d d
∈

=∑



网络核心和度−度相关性
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Newman[20]则引入相关系数来测量。

同配

异配

他发现社会网

络大多同配，

而技术网络和

生物网络倾向
异配。BA网
络 。

2
1
2( , ) ( , )
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2 21 1
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度−度相关性的更佳测度?
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网络拓扑测度
Barabási说从度分布到度相关性，不同拓扑特征的
广泛存在性被作为研究不同现象以及做出预测的跳板。

测度的合理性
网络度分布
度指数独立规模

度度相关性
依赖于网络规模

联合度分布太困难
是否有更佳测度?



无标度网络的动力学特性2
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无标度网络另一重要动力学特性是疾病的传

播阈值收敛于0。最近发现在无标度网络上
的动力学模型有两类不同的有限网络影响。

一类只依赖网络规模；另一类同时依赖网络

的规模和上割[21]，定义为 。

上割 kc 用到无限网络的度分布，且为常数。

直接利用网络最大度km(t)比上割更合理。最
大度是个随机变量，其发散和扰动的规律如

何？对BA模型，开方发散和对数正态扰动.

( ) 1
ck
P k dk N

∞
=∫



24

网络拓扑学和动力学

网络拓扑学
Barabási说除非探讨其网络拓扑，否则没有办法去
理解复杂系统。

网络度分布研究已有较好的基础，特别是动力学指

数抓住了要害。

但是度 −度相关性等其它测度还需要理清。

网络动力学
Barabási说共性是存在的，我们只是还没有发现能
够解释他们普遍性的框架。

这是我们需要攻克的下一个前沿问题。
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4. 复杂网络与马氏过程
应用研究——搜索引擎是成功范例
基础理论——相对论与几何学，量子力学

与泛函分形，复杂网络(统计力学)与马氏过程？

上网冲 “荷塘
浪就像 月色”
青蛙在 只闻蛙

荷页上 声，不

跳动 见蛙跳

荷塘春色蛙欢跳(是否涌现的桥梁？)



网络搜索成功范例
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可导航网络——2006年应用数学大奖
Kleinberg[3]提出可导航网络模型和分散搜索算法，极

大地刺激和推动了互联网信息检索的研究。网页评级

网络搜索——复杂网络成功应用范例
PageRank[22]

佩奇和布林考虑网页重要性, 一是看有多少超级链接指
向它(入度)；二是要看那个页面重要不重要(出度)。
BrowseRank[23]

Google搜索引擎虽然取得巨大成功，但排序只依赖页
面的连线(度)，因此会面临垃圾网站的严重干扰。马院
士团队提出考虑用户浏览过程的网页排序。



搜索引擎的马氏过程
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PageRank的马氏链

BrowseRank的Q-过程
用户浏览网页

的停留时间1/qi
用户浏览网页

的跳转时间1/qij

P=[qij/qi]矩阵

1 1
2 2

1 1 1
3 3 3

1 1
2 2

1 1
2 2

0 0 0 0
0 0 0 0 0 0

0 0 0
0 0 0 0
0 0 0 0
0 0 0 1 0 0

P

⎡ ⎤
⎢ ⎥
⎢ ⎥
⎢ ⎥

= ⎢ ⎥
⎢ ⎥
⎢ ⎥
⎢ ⎥
⎢ ⎥⎣ ⎦

(1 )P P ee Nα α ′= + −



两个网络马氏链
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结点度非齐次马氏链[24]

对许多网络模型， 是一个马氏链。例如，网络最

大度 是一个鞅。

结点数向量马氏链[25]

对许多网络模型， 是一个马氏链

其中 表示在t时刻网络中具有度数为k的结点数。
差分方程极限定理[25]

方程 有极限

如果 ， ， 。

{ }( ) ( ) 1 2kN t N t ,k , ,= =
( )kN t

( )( 1) ( ) ( ) ( )
( )

b tt t t d t
c t

∆ + − ∆ + ∆ =

lim ( )
t

d t l
→∞

= ( 1) ( ) 1c t c t+ − = lim ( ) 0
t

b t b
→∞

= ≥

( )lim
1t

t l
t b→∞

∆
=

+

( )iK t
( ) max{ ( )}m iK t K t=



一类增长网络的理论结果
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网络度分布稳定性条件
初始分布：带入连线数分布稳定

转移概率：至少与t-1同阶

网络(度分布)无标度条件
无标度：存在整数J当 时有 ，即有限分布

以及 ， ；随机：

度分布的迭代计算公式
收敛速率：R-线性收敛
误差上界：c未定，m最小

lim ( ) ( )ii
h hα α

→∞
=

( ) ( ) ( ),  1rf k ,t g k O t r−= ≥

( )

( 1 )

  1
( , ) ( )

1

m

m

ct , m
P k t P k

ct , m

β ω

β ω

− +

− + +

⎧ >
− ≤ ⎨

≤⎩

lim ( )
t

tf k ,t kβ ω
→∞

= +

h J≥ ( ) 0hα =

0 1β< ≤ 0, 0β ω= >
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科学完整性争论与务实

“科学完整性”(Integrity of science)——
强调对目的、责任、准则、规范、价值的道德坚持。

科学结论从基本定律推导而来，受到实验室实验、

自然界的观察以及数学和计算机建模的支持。

科学本身就被设计成寻找并改正错误的过程。

复杂网络在发展过程中存在欠妥并不可怕，贵在勇于

修正，但许多杂志对此做得不够好。

科学不是政治宣言，不是封面女郎，不是商业广告，
也不是影响因子等夺人眼球的东西，而是踏踏实实探
寻和追求真理的过程，这才是亘古不变的正道。
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复制模型和自然数整除
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左图复制模型见 P. L. Krapivsky, S. Redner,
Phys. Rev. E 71, 036118(2005)  随机
右图自然数整除， 确定1

1
k

kN p pαα=
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两个模型度分布比较

可证明度分布完全一致 21( )
( 1)( 2)inP k k
k k

−= ≈
+ +



复杂网络与素数定理猜想
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由算术基本定理，可以认为素数是组成自然数系统的
基本单元。对有限自然数系统，基本单元多少？

素数定理猜想
在N个自然数中素数的个数，记为
素数定理猜想
Legendre1798年的观察结果是
Gauss1793年猜测素数分布密度是
Euler1737年得到极为重要的乘积公式，但错过猜想
根据网络平均度，我们可以得到猜想

黎曼猜想
证明素数定理需要知道 精确公式。黎曼给出了，
但与黎曼猜想零点有关。Erdös1949年给出初等证明。

( )Nπ
( ) ~ lnN N Nπ

( ) (ln 1.08366)N N Nπ ≈ −
1( ) ln ( )x xρ −=

( )Nπ

1( ) ln ( )net x x cρ −= +
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