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层次分析法是一种多准则思维的方法，它将定性分析和定量分析相结合，把人们的思

维过程层次化和数量化，在目标结构复杂且缺乏必要的数据情况下尤为实用。自 70 年代美

国运筹学家 Saaty T.L.提出以来，此方法在实际应用中发展很快。 

过去的物理是建立在纯化的实验和理想化的模型的基础上，去分析和探索物质世界最

基本的规律。现代物理则开始呈现出一种研究复杂性现象的趋势，除了把物理知识应用到其

它更复杂的科学领域，建立象量子化学、生物物理、量子生物学等交叉学科之外，在物理领

域的本身也一反过去研究理想模型的惯例，开始向非理想、不规则的复杂现象进军。非晶态、

无序、混沌、多体等问题正在吸引许多物理学家的注意。对这些复杂问题，传统的纯定量分

析方法越来越变得软弱无力，需要借助于定性分析的方法来整体考虑。因此，层次分析方法

也许会给我们提供帮助。 

问题 1 

    某工厂在扩大企业自主权后，厂领导正在考虑如何合理地使用企业留成的利润。在决策

时需要考虑的因素主要有  

(1) 调动职工劳动生产积极性； 

(2) 提高职工文化水平； 

(3) 改善职工物质文化生活状况。 

请你对这些因素的重要性进行排序，以供厂领导作参考。 

分析和试探求解 

    这个问题涉及到多个因素的综合比较。由于不存在定量的指标，单凭个人的主观判断虽

然可以比较两个因素的相对优劣，但往往很难给出一个比较客观的多因素优劣次序。为了解

决这个问题，我们能不能把复杂的多因素综合比较问题转化为简单的两因素相对比较问题

呢？运筹学家想出了一个好办法：首先找出所有两两比较的结果，并且把它们定量化；然后

再运用适当的数学方法从所有两两相对比较的结果之中求出多因素综合比较的结果。具体操

作过程如下： 

1) 进行两两相对比较，并把比较的结果定量化。 

    首先我们把各个因素标记为 B1：调动职工劳动生产积极性；B2：提高职工文化水平；

B3：改善职工物质文化生活状况。根据心理学的研究，在进行定性的成对比较时，人们头脑

中通常有 5 种明显的等级：相同、稍强、强、明显强、绝对强。因此我们可以按照下表用 1～



9 尺度来定量化。 

定性结果 定量结果 

Bi 与 Bj 的影响相同 Bi : Bj = 1:1 

Bi 比 Bj 的影响稍强 Bi : Bj = 3:1 

Bi 比 Bj 的影响强 Bi : Bj = 5:1 

Bi 比 Bj 的影响明显强 Bi : Bj = 7:1 

Bi 比 Bj 的影响绝对强 Bi : Bj = 9:1 

Bi 与 Bj 的影响在上述两个等级之间 Bi : Bj = 2,4,6,8:1 

Bi 与 Bj 的影响和上述情况相反 Bi : Bj = 1:1,2,…,9 

假定各因素重要性之间的相对关系为：B2 比 B1 的影响强，B3 比 B1 的影响稍强，B2 比 B3

的影响稍强，则两两相对比较的定量结果如下： 
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为了便于数学处理，我们通常把上面的结果写成如下矩阵形式，称为成对比较矩阵。 
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2) 综合排序 

    为了进行合理的综合排序，我们把各因素的重要性与物体的重量进行类比。设有 n 件物

体：A1, A2, …, An ，它们的重量分别为：w1, w2, …, wn 。若将它们两两相互比较重量，其

比值(相对重量)可构成一个 n×n 成对比较矩阵 
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经过仔细观察，我们发现成对比较矩阵的各行之和恰好与重量向量 W = (w1, w2, …, wn)T 成

正比，即 
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    根据类比性，我们猜想因素的重要性向量与成对比较矩阵(1)之间也有同样的关系存在。

由此，我们可以得到因素的重要性向量为 
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为了使用方便，我们可以适当地选择比例因子，使得各因素重要性的数值之和为 1 (这个过

程称为归一化，归一化后因素重要性的数值称为权重，重要性向量称为权重向量) ，这样就

得到一个权重向量 
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上式中元素的权重大小给出了各因素重要性的综合排序。 

    对(2)式的进一步分析还可以发现 
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这说明 W 还是成对比较矩阵 A 的特征向量，对应的特征值为 n，理论上已严格地证明了 n

是 A 的唯一最大特征值。按类比法，我们也可以用求解特征方程的办法来得到重要性向量。

与(1)式对应的特征方程为 
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由此可以解出其最大特征值为 n’=3.038，对应的特征向量为： 

                 W ’ = (0.105, 0.537, 0.258)T                                 (8) 

矛盾和原因 

    同一个问题，相似的方法，为什么(5)与(8)两个结果不一致（尽管不影响排序）？现在



我们来分析一下其中的原因。对于由重量比值构成的成对比较矩阵(2)，不难证明它具有性

质 1) 唯一性 ai,i = 1；2) 互反性 ai,j = 1/ aj,i ；3) 一致性 ai,j aj,k = ai,k 。然而，重要性是由

人来判断的，由于人对复杂事物采用两两比较的方法获得的重要性比值不可能做到完全一

致，往往存在估计误差，因此所得的成对比较矩阵只具有性质 1)和 2)，一般不具有性质 3)。

比如说对于成对比较矩阵(1)，就有 

             a a a a a a2 1 2 3 3 1 2 1 2 3 3 15 3 3, , , , , ,, , ;= = = ≠ ⋅  

    一致性的缺少是造成两种类比方法结果不同的原因。利用最小二乘法可以证明：用求解

特征方程得到的权重向量平均误差较小。因此我们最好采用这个方法来求解权重向量。 

一致性检验 

    既然存在误差，我们就需要知道误差的程度到底有多大？会不会影响综合排序的结果？

理论上已经证明：对于具有一致性的成对比较矩阵，最大特征值为 n；反之如果一个成对比

较矩阵的最大特征值为 n，则一定具有一致性。估计误差的存在破坏了一致性，必然导致特

征向量及特征值也有偏差。我们用 n’表示带有偏差的最大特征值，则 n’与 n 之差的大小反

映了不一致的程度。考虑到因素个数的影响，Saaty 将 

                   CI n n
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定义为一致性指标。当 CI = 0 时，成对比较矩阵 A 矩阵完全一致，否则就存在不一致；CI

越大，不一致程度越大。为了确定不一致程度的允许范围，Saaty 又定义了一个一致性比率

CR，当 

                CR CI RI= </ .0 1                                      (10) 

时，认为其不一致性可以被接受，不会影响排序的定性结果。(10)式中 R I 值如下表所示 

n 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 

RI 0 0 0.58 0.96 1.12 1.24 1.32 1.41 1.45 1.49 

    应用上面的结果，我们可以算出成对比较矩阵(1)有 

           CI = 0.019，CR = 0.033                                          (11) 

因此其不一致性可以被接受。 

问题 2 

    某工厂在扩大企业自主权后，厂领导正在考虑如何合理地使用企业留成的利润。可供选

择的方案有：I、发奖金；II、扩建食堂、托儿所；III、开办职工技校；IV、建图书馆；V、

引进新技术。在决策时需要考虑到调动职工劳动生产积极性，提高职工文化水平和改善职工

物质文化生活状况等三个方面。请你对这些方案的优劣性进排序，以便厂领导作决策。 



解答 

划分层次 

    显然这是一个多目标的决策，问题涉及到许多因素，各种因素的作用相互交叉，情况比

较复杂。要处理这类复杂的决策问题，首先需要对问题所涉及的因素进行分析：哪些是要相

互比较的；哪些是相互影响的。把那些要相互比较的因素归成同一类，构造出一个各因素类

之间相互联结的层次结构模型。各因素类的层次级别由其与目标的关系而定。在上述问题中，

因素可以分为三类： 

第一是目标类，即合理地使用今年企业留利××万元； 

第二是准则类，这是衡量目标能否实现的标准，如调动职工劳动积极性、提高企业的生

产技术水平等等； 

第三是措施类，指实现目标的方案、方法、手段等等。 

按目标到措施自上而下地将各类因素之间的直接影响关系分不同层次排列出来，可以构成一

个直观的层次结构图。如下图所示： 

 
每一层中的各因素对上一层因素的相对重要性可以用问题 1 中的方法确定，由层次关系可以

计算出措施层各方案最高层的相对权重，从而给出各方案的优劣次序。 

层次单排序 

    不同准则对目标的影响已经在问题 1 中得到了解决，现假定不同措施对各准则的影响如

下： 

1．不同措施对调动职工劳动生产积极性影响的成对比较矩阵 
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其权重向量为：W T
1 0 491 0 232 0 092 0 138 0 046= ( . , . , . , . , . )  

2．不同措施对提高职工文化水平影响的成对比较矩阵 

             

2 2 3 4 5

2

3

4

5

1 1/ 7 1/ 3 1/ 5
7 1 5 3
3 1/ 5 1 1/ 3
5 1/ 3 3 1

B C C C C
C
C
C
C

 
 
 
 
 
 

                                   (13) 

其中措施 I（发奖金）对提高职工文化水平没有什么影响，在成对比较矩阵中不出现，重要

性按零计算。其权重向量为：W T
2 0 0 055 0 564 0 118 0 263= ( , . , . , . , . )  

3．不同措施对改善职工物质文化生活状况影响的成对比较矩阵 

               

3 1 2 3 4

1

2

3

4

1 1 3 3
1 1 3 3

1/ 3 1/ 3 1 1
1/ 3 1/ 3 1 1

B C C C C
C
C
C
C

 
 
 
 
 
 

                                   (14) 

其权重向量为：W T
3 0 406 0 406 0 094 0 094 0= ( . , . , . , . , )  

总排序 

    上述过程中求出的是同一层次中相应元素对于上一层次中的某个因素相对重要性的排

序权值，这称为层次单排序。若模型由多层次构成，计算同一层次所有因素对于总目标相对

重要性的排序称为总排序。这一过程是由最高层到最低层逐层进行的。设上一层次 A 包含

m 个因素 A1, A2, …, Am，其总排序的权重值分别为 a1, a2, …, am；下一层次 B 包含 k 个因素

B1, B2, …, Bk，，它们对于 Aj 的层次单排序的权重值分别为 b1,j , b2,j, …, bk,j (当 Bi与 Aj无联系

时，bi,j = 0 )；此时 B 层 i 元素在总排序中的权重值可以由上一层次总排序的权重值与本层

次的层次单排序的权重值复合而成，结果为： 
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由此，各个方案相对于目标层的总排序可以用下表计算 

C 层对 B 层的 

相对权值 

B1 

 0.105  

B2 

 0.637  

B3 

 0.258  
C 层总排序 

C1 0.491 0 0.406 0.157 

C2 0.232 0.055 0.406 0.164 

C3 0.092 0.564 0.094 0.393 

C4 0.138 0.118 0.094 0.113 

C5 0.046 0.263 0 0.172 

写成矩阵形式为 

             

0.491 0.000 0.406 0.157
0.1050.232 0.055 0.406 0.146
0.6370.092 0.564 0.094 0.393
0.2580.138 0.118 0.094 0.113

0.046 0.263 0.000 0.172
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上式给出了 5 种措施对实现目标的权重向量，根据这个权重向量，我们可以看出措施（方案）

III 对实现目标的作用最大，因此是最佳方案。 

结束语 

    上面给出的是一个典型的例子，由此不难看出层次分析方法在解决复杂问题中的作用。

听课是学习，使用也是学习，而且是更重要的学习。希望同学们能够仿照上面的典型例子，

应用层次分析方法来解决一两个身边的实际问题。 
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