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摘要：复杂网络是研究复杂系统中大量元素间相互作用的重要工具。近十年来，复杂网络研究取

得了很多重要的进展。空间网络是一类特殊的复杂网络。与一般网络相比，空间网络中的每个顶

点都有自己的空间地理位置，而这种空间地理位置在顶点之间的相互作用中有重要意义。本文将

对空间网络上的导航能力，同步能力和疾病传播相关方面的一些重要成果做一个简单介绍。 
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Abstract:  Complex network is an important tool which can help us describe and study complex systems well. During the last 

decade, scientists have made great progress on the research of complex networks. Spatial network is a special kind of complex 

networks. Compared with other complex networks, each node in spatial networks has a geographical location which can play a 

non-trivial role. In this paper, we will review some important dynamical progress on spatial networks, such as epidemical 

spreading, navigation and synchronization.  
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1. 引言 

 网络科学发展了研究复杂系统中大量元素之间相互作用的方法，具有重要的科学意义。在传统

的研究方法中,许多系统被简化为规则的空间晶格结构，系统中元素只与其邻域中元素发生作用。复

杂网络的研究发展了利用网络拓扑结构描述复杂系统中元素相互作用的方法，使得人们能够更加准确

有效地对复杂系统内部或者复杂系统之间的作用进行描述。由于复杂网络在描述复杂系统上的灵活性

和有效性，近十年来网络科学一直成为复杂性研究的热点，并且取得了很多重要成果，加深了人们对

自然界和人类社会的认识。 

复杂网络研究可以追溯到半个世纪以前，著名数学家 Erdos 和 Renyi 在 1959 年前后就始从概率

的角度研究了由大量顶点和边构成的复杂图的统计性质
[1,2]

。Watts 和 Barabasi 等在 10 多年前揭示出
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很多实际系统构成的网络具有普适的小世界和无标度特征后  [3,4],复杂网络便成为复杂性研究、统计物

理和很多交叉学科研究的重要内容
[5]
。国内同行在复杂网络研究上也取得了丰富的成果

[6,7]
,在复杂网

络的结构理论
[8,9,10]

、动力学过程
[11,12,13,14]

以及应用
[9,12,15,16]

等多个重要方面都做出了重要贡献。 

复杂网络的拓扑结构能够反映许多实际系统的重要性质，如 www、科学家合作网、蛋白质作用网、

食物链网等，相关研究揭示了复杂系统中的一些普适性质，如小世界、无标度、社团结构、自相似性

等。与统计物理中用空间结构规则均匀的晶格网络描述系统方法不同，复杂网络研究中通常忽略系统

元素的空间位置在系统中的作用。然而，自然界中大部分复杂系统中元素间的相互作用应该是介于二

者之间。诸如人际关系网络，血管网络，神经网络，电力网络，Internet 网络，飞机航线网络，铁

路网络等网络都存在着空间结构。在这类网络上，每个顶点都有自身固有的空间位置，不难想象网络

的空间结构会对网络的特征和功能起到不可忽视的作用。因而，空间网络发展成为复杂网络理论的一

个重要分支。本文将首先简要回顾诸如社会网、航空网等空间网络的实证结果并进行相应分析，然后

详细介绍空间网络上的导航性，同步能力和疾病传播等动态过程，以便读者深入了解空间网络的发展

近况。 

2. 网络空间结构的实证与分析 

2.1. 社会网 

近年来，社会网络的空间性质引起了人们广泛关注。研究社会网络对理解人们如何交往、传递信

息、以及社会关系如何演化等基本问题都具有重要意义，因而吸引了不少学者的关注。研究显示社会

网络不仅具有明显的小世界和社团结构特征，而且在空间地理位置上也存在重要特征。很多实证研究

表明，社会网络的空间距离在空间分布上存在无标度特征，即我们和我们的朋友之间的距离呈幂率分

布。 

Liben-Nowel 等
[17]

以 LiveJournal 上的 1，312，454 用户作为网络节点，用户之间的链接作为连

边构建了一个网络，并且通过注册的信息能够知道每个顶点相应的地理位置。研究发现，用户间存在

链接的分布满足 1( )P r r−∝ ，其中 r 为用户间的地理距离。同时，实验表明在该网络上，仅仅依靠局部

的地理信息就能够在全局范围内进行非常有效地搜索。另外， Adamic 和 Ada
[18]

利用 HP 实验室 Email

用户之间的通信记录构建出一个相对较小的网络，此网络仅仅包含 436 个节点。他们在该网络上得到

了与 Liben-Nowel 等人相同的结论，即相互联系的两人之间地理距离的概率密度函数满足 1( )P r r−∝

关系，其中 r 代表地理距离。2008 年，Lambiotte 等
[19]

分析了一个大型通讯网络的通讯数据，此网络

包含了 6个月内 250 万个手机用户之间的 8.1 亿次通讯记录，统计发现任意两个节点（手机用户）u

和v之间存在连边的概率满足 2P( , ) ( , )u v r u v −∝ ，其中 ( , )r u v 是节点u与 v 之间的地理距离。考虑到在 2

维平面上与一个固定节点距离为 r 的节点数量和 r 成正比，于是可以得到该网络也满足

2 1( )P r r r r− −∝ ⋅ = ，这与前面在线网络的实证结果一致。最近 Goldenberg 和 Levy
[20]

对 IT 革命和社会



3 

互动也进行了实证研究，他们搜集了 100，000 个 Facebook 用户的数据，构建出一个包含 1，297 个

节点和 4，455 条边的网络。对该网络进行统计，也得到了 1( )P r r−∝ 的幂率特性。 

胡延庆等
[21]

从以上社会空间网络实证工作出发，归纳出社会网络的空间结构存在 1( )P r r−∝ 的幂

率特性，并且从人们追求信息量最大化的角度揭示了这种特性在社会网络中的普适性。 

2.2. 社会网络幂率特性的模型解释 

由于胡延庆等
[21]

的工作能够很好说明社会网络中为什么普遍存在 1( )P r r−∝ 这种空间幂率特性，

我们将在此处进行简单介绍。他们在模型中用一个循环边界条件的规则网格来表示整个社会系统，网

格上的顶点表示社会系统中的个体。一般来讲，当一个朋友离我们很远的时候维持关系更加困难，很

近的时候保持朋友关系更加容易。假设维持一个朋友关系的代价（称为能量）正比于他们之间的地理

距离，并且每个个体的能量为ω。因此对任意顶点u 存在
1

( , )
m

v
r u v ω

=

=∑ ，其中m 是顶点u 的朋友数量，

( , )r u v 是顶点u 和v之间的地理距离。文中使用顶点v和v的所有朋友构成的顶点序列来表示顶点u 能

够从顶点 v处获得的信息，也就是说顶点u 从整个社会关系网络中获取的信息是他所有的朋友顶点和

他所有朋友的所有朋友顶点构成的一个序列。以图 1所示的网络结构对该过程进行简单说明：顶点 2、

3 和 4 都是顶点 1的朋友，于是应该满足 ( ) ( ) ( )1,2  1,3   1, 4   d d d ω+ + = 。进一步考虑顶点 2、3 和

4 的所有朋友，可以知道顶点 1从该网络中收集到的信息序列为{2, 3, 4, 5, 6, 7, 7, 8, 9, 9, 10}。该信息

序列中的各顶点出现频率分别为 1 11 12      0q q q= = = ， 2 3 4 5 6 8 10          1/11q q q q q q q= = = = = = = ，

7 9    2 /11q q= = 。文中使用信息序列的信息熵来表示顶点u 能够获得的信息量。因为所有顶点是同

质的，所以任一顶点获得的信息量都可以用来表示其他顶点的信息量。进而可以使用

1
 log

n

i i
i

Max q qε
=

= −∑ 建立社会网络模型，其中 iq 表示顶点 i在信息序列中出现的频率， n表示网络中

顶点的数量。如果顶点 i不在序列中出现则 0iq = ，同时定义 log 0i iq q = 。 

人们倾向于寻找距离较远的朋友来获取更多的信息，同时又受到能量约束从而无法维持距离较远

的朋友关系。假定社会网络中朋友关系的分布满足 ( )P r r α−∝ 的幂率形式。因此，最优化交朋友的过

程等价于在能量约束条件下寻找幂指数α 使得信息熵ε 最大。图 2给出了相应的模拟结果，其中左图

为当  10000L = 时ω，α 和ε 关系的等高线图；右图表示最优α 值和网络规模 L的关系。模拟结果显

示：L越大最优α 越趋近于 1，同时能量ω能够在一个很大的区间范围内满足 1α = 时信息熵ε 最大。

胡延庆等人也给出了相应的数学分析过程，说明了 1α = 时信息熵最大这一结论。 
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图 1 信息获取示意图[21] 
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图 2 信息熵模拟结果[21] 

2.3. Internet网络 

相对其它空间网络而言， Internet 空间网络的实证数据比较容易获取，而且 Internet 网络在

日常生活中也非常重要，因而 Internet 网络的空间结构研究比较全面。Yook 等
[22]

对 Internet 路由

器层面和人口分布情况进行了对照研究。研究表明在经济比较发达的地区，Internet 顶点位置关系

和人口分布有很强的相关性。利用盒覆盖的方法对 Internet 网络多个层次的顶点分布维数进行计算

得到 Internet 网络这些层次的分形维度和人口分布的分形维度非常吻合，都为1.5 0.1± 。对于

Internet 这样的空间网络而言，这些结论容易理解，因为人口多的地方网络需求也多。Goldenberg

等
[20]

研究科学技术发展对通讯距离的影响发现电子通讯的范围与地理上的距离成反比，其分布遵循幂

率分布。 

Barthélemy 等
[23]

讨论了如何从无标度网络向空间网络的转型。Csányi 等
[24]

讨论了空间因素对网

络性质的影响，指出在现实网络中可以很清楚地观察到双岐分支（dichotomy）。Barthelemya 等
[25]

分析了法国“Renater”网络，该网络有两百万的用户并且包含三十个在法国不同的地区相互连接的

路由器。实证得出该网络的交通流主要发生在少部分路由器之间，而绝大多数路由器上的交通流都可

以忽略。Warren 等
[26]

将网络节点嵌入在一个二维的网格里，指出渗流也会受到空间因素的影响。 
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2.4. 航空网 

航空网作为一类重要的空间网络，相关的研究也很多。航空运输会影响一个地区、国家，甚至全

球经济的发展，因此研究航空网络有重要的现实意义。航空网络本身会受到许多因素的影响。诸如地

理位置、历史、政治因素，以及各个航空公司自身利益都会影响整个航空网络。Guimera 等
[27,28]

分析

全球航空网络得出全球航空网是一个小世界网络的结论。 

杨华等
[29]

从中国国际航空公司网站获取数据，构建了一个包含 177 个机场和 411 条航线（包括国

际航线）的航空网络。统计表明节点之间距离的分布服从幂率分布，幂指数近似为-2.38。Hayashi [30]

研究日本航空公司和全日空构成的网络指出日本航空网也存在幂率特性。日本航空公司网包括 52 个

节点（机场）和 961 条连边（航线），全日空网络包括 49 个节点（机场）和 909 条连边（航线），其

他网络由 1,114 条连边（包括国际航线）和 84 个节点（机场）构成。对于日本航空网，尽管国内航

班的距离分布呈指数衰减，但是加入国际航班之后距离分布仍然服从幂率分布。Xu 等
[31]

使用加权网

络的方法研究了美国航空网的空间结构，其中，边的权重为平均每天的客流量、直航的距离以及单程

平均票价。他们使用2002年到2005年的所有数据构建了16个网络，其中每一个网络都包括超过1,000

个大城市之间的通航，研究表明美国航空网中的距离分布也服从幂率分布其幂指数近似为-2.2。 

2.5. 其他网络 

人脑作为人类的思维器官其结构和功能都十分复杂，是人们目前所知的最复杂的系统之一。田丽

霞等[32]研究大脑网络得到的结果表明大脑网络具有小世界特性。然而对大脑的研究目前还处于起步

阶段，很多问题都亟待探索，比如大脑结构网络与功能网络的相互影响、以及网络拓扑结构随时间如

何衍化、网络拓扑结构参数与认知、行为满足什么关系等等。除 Internet 网、社会网、航空网、人

脑之外还存在大量的其他空间网络，相关的实证工作不在此处一一列举。 

3. 空间网络上的可导航研究 

3.1. 小世界现象 

小世界网络是复杂网络研究中的一个重要方面。通常将同时具有较小平均最短路径和较大集聚系

数的网络划归为小世界网络。大量的研究致力于探索小世界网络区别于规则网络和随机网络的独特性

质。最早的工作可以追溯到社会心理学家Milgram等人在20世纪60年代设计的一系列著名社会实验，

用以研究真实社会中朋友关系网络传递信息的能力
[33,34]

。试验开始阶段随机选择 296 位实验者让他们

传递一封信件给居住在波士顿郊区的一个股票经纪人，实验者仅被告知包括该股票经纪人的居住地点

等在内的个人信息。同时要求实验对象只能够通过认识的朋友传递信件。 最终共有 64 封信件被成功

送达，并且所有成功路径的平均长度大约为 6。该实验结果显示我们的世界是“六度分离”的。Mligram

的实验使人们意识到真实的社会网络中任意两个人之间都存在着很短的平均路径。 

尽管“六度分离”很快就被广泛接受，然而正如 Kleinfeld 所说：Milgram 实验中信件成功送达
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目标的比率较低而且成功的信件传递链很短有可能是因为实验选择的目标本身具有较高的社会地位
[35]

。为了克服 Migram 实验中的这些缺陷，Dodds 等人在全球范围内基于 Internet 重复了 Milgram 的

社会搜寻实验
[36]

。实验对象都是网站[37]上的在线注册用户。实验前随机选取 13 个国家的 18 个目标

为搜寻目标。包括初始选定目标以及后来的信息传递者，共计有 166 个国家的 61,168 位实验者参与

实验，形成了 24,163 条信息传递链。与 Milgram 实验不同的是，Dodds 实验中每一位信息传递者除

了提供选定的下一位传递者的姓名和 E-mail 地址外，还需要描述与被选定传递者之间如何认识以及

关系如何等额外信息。实验结果显示，大部分搜索只需要经过大约 5到 7次传递就能够到达终点。深

入分析可知，在搜索初期地理位置信息占据主导，在大约第 3次传递后，职业信息等其他辅助信息将

变得更为重要。 

考虑到实验结果容易受到参与者中途放弃任务的影响，Liben-Nowell 等人在 LiveJournal 网络

上进行了搜寻实验
[17]

。该网络包含大概 500,000 位居住在美国境内的 LiveJournal 用户以及

3,959,440 条由朋友关系形成的连边。统计显示此网络的最大连通集团（任何两个节点之间都存在一

条连通路径）包含了 76%的节点，并且此网络 0.2 的集聚系数符合一般社会网络具有较高集聚系数的

特征。需要注意的是该网络上的实验有用信息仅有地理信息而不存在其他辅助信息。尽管如此，结果

显示对随机选取的初始节点和目标节点大约 13%的信息能够在 4 步左右完成传递过程。此结果与

Milgram 实验结果相似，说明 Livejournal 网络存在“小世界”现象。其他实证工作也揭示出大量真

实网络诸如 elegans 神经网络，美国西海岸电力网，电影演员合作网等等都存在 “小世界”现象
[38,39, 

40,41]
。总之,大量的事实表明社会关系网络普遍存在“小世界”现象。 

3.2. 基于网格的导航模型 

  

显然“六度分离”具有两个重要性质：第一，网络中任意节点之间存在大量的较短路径；第二，

网络中的个体能够有效地找到这些路径。Kleinberg 对此给出了漂亮解释
[42,43]

。他使用一个添加了长

程连边且规模为n n× 的 2维规则网格来抽象真实的社会网络。模型中每个节点都与离它网格距离为 p

的所有节点之间存在短程连边，同时该结点还拥有q条长程连边。该网络示意图见图 3，其中 A图为

6n = ， 1p = 和 0q = 时的 2维网络，B图为 1p = 和 2q = 时的网络示意图，其中v节点和w节点为u节

点的远程连边终点。假定任意两个节点之间存在一条有向长程连边的概率服从如下幂率分布： 

      
( , )( , )

( , )K

u

d u vP u v
d u

α

α

ω

ω

−

−

≠

=
∑

 (1)

  

 

其中， ( , )d u v 是节点u与节点v之间的网格距离，α 为幂指数。 
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图 3 Kleinberg 导航示意图[43] 

 

考虑到实验者都无法全面把握身处的网络结构，即实验者只拥有局部信息而非全局信息， 

Kleinberg 提出了一种分散式贪婪算法用以描述整个搜索过程，该算法只需要了解搜索目标的地理位

置以及与当前信息传递者存在连边的所有节点的地理位置。整个搜索过程中，实验者都将信息传递给

所有邻居节点中离搜索目标网格距离最近的节点。如果说一个网络的搜索时间复杂度随着网络的规模

n呈对数多项式增长，则称该网络可导航。当 1p = 以及 1q = 时，Kleinberg 证明了搜索时间复杂度最

低的幂指数为 2α =  
[43]

。最优幂指数 2α = 时的搜索时间复杂度上限为 2(log )o n ，此时的 Kleinberg

模型可导航。其他幂指数情况下的相应的时间复杂度下限为： 

 
(2 ) / 3,                0 2

,
( 2) / ( 1),        2

x
KT n x x

α α
α α α
− ≤ <⎧

∼ ≥ = ⎨ − − >⎩
 (2)

   

 

其中， Kx 与α 之间的函数关系如图 4所示。 

 

图 4 2 维 Kleinberg 导航模型中时间复杂度下限与幂指数α 的关系[43] 

更一般地，Kleinberg 的结论可以推广到任意的 d 维网格中。在任意 d 维空间中，当且仅当幂指

数为 dα = 时，分散式搜索的时间复杂度最低，并且此时是可导航的。同时其他幂指数情况下的搜索

时间复杂度为 xT n ，是不可导航的，其下限为： 

 
( ) / ( 1),                0

,
( ) / ( 1),          

x
K

d d d
T n x x

d d d
α α

α α α
− + ≤ <⎧

∼ ≥ = ⎨ − − + >⎩
 (3) 
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Martel 等人分析 Kleinberg 的导航模型时发现最优幂指数下的导航时间复杂度是紧约束，并发

展了一套分析空间网络上导航的数学方法
[44]

。进一步，他们指出 Kleinberg 模型中的网络平均直径为

(log )O n 。最近 Carmi 等人使用主方程的方法讨论了 Kleinberg 导航模型的渐进行为
[45]

。他们得到

dα = 时准确的时间复杂度为 2lnT n，并且给出了搜索时间复杂度和幂指数α 之间更为准确的函数

关系。任意 d 维 Kleinberg 模型中的搜索时间复杂度如下： 

     

 

( ) / ( 1 ),                 0
, ,                                       1

1,                                              1

x

d d d
T n x d d d

d

α α α
α α

α

− + − ≤ <⎧
⎪= − < < +⎨
⎪ > +⎩

 (4) 

与此同时，Caretta Cartozo 等人也使用随机马尔科夫过程的方法对 Kleinberg 导航模型的渐进行为

进行了讨论
[46]

。他们推导出的搜索时间复杂度与幂指数α 之间的关系如下：  

 

( )/( 1 ) 1/( 1 )

2

/ ,                    
ln / ,                                         

/ ,                                         1
/ ( ln ),                                     

d d d

d

n q d
n q d

T n q d d
n q n

α α α

α

α

α

α

− + − + −

−

<

=

≤ < +
1

/ [1 ( , , ) ],                        1
d

n c d q d
α

α ε α

⎧
⎪
⎪
⎪
⎨
⎪ = +⎪

+ > +⎪⎩

 (5) 

其中， q是一个线性的概率密度（具体含义参见文献[46]）， ( , , )c dα ε 为只与α 和 d 有关的常数。从

式(5)可知只有当 1dα < + 时，Kleinberg 的贪婪算法搜索时间复杂度才会显著低于初始节点与目标节

点之间的网格距离。比较式(5)与式(4)  可以知道 Caretta Cartozo 等人与 Carmi 等人得到的结论是

一致的。 

对任意 d 维（整数维）的网格来讲，Kleinberg 已经证明导航最优幂指数为 dα = 。在此基础上，

Roberson 等人对分形维度下的 Kleinberg 导航模型进行了讨论
[47]

。他们通过在 Sierpinski 地毯上仿

真 Kleinberg 导航过程得到分形维时导航的最优幂指数满足 fdα = ，并且误差范围在 21/ ln N以内，

其中 N 为总节点数。考虑一个包含 N 个节点的分形，显然随机选择的两个节点之间的距离 L 满足

1/ fdL N 。采用 Kleinberg 的证明方式容易得到分形维 fd 下的搜索时间复杂度 ( )T L 与幂指数α 存在

如下关系： 

 

( )/(1 )

2

( )/( 1)

,                    0<

( ) ln ,                              

,                 1

f f

f f

d d
f

f

d d
f

L d

T L L d

L d

α

α α

α

α

α

− +

− − +

⎧ <
⎪⎪ =⎨
⎪

> +⎪⎩

 (6)   

以上结论说明对于任意d R+∈ 维的基于网格的 Kleinberg 导航模型，最优导航幂指数满足 dα = 。 

3.3. 基于其他网络的可导航 
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继 Kleinberg 的规则网格导航模型之后，大量工作致力于研究基于其他网络的导航
[36,48,49, 50]

。

Killworth 等人指出 Milgram 实验中大部分实验者都是根据地理信息和职业信息进行决策。已知二维

网格能够较好地反映地理位置信息，层次结构是对职业信息的一个简单合理的近似抽象
[51]

。可以合理

假设最底层任意两个节点之间的分离程度越大其存在连接的概率越低。考虑一个包含n个叶节点的完

全b -叉树，显然树的深度是 logbh n= 。对任意两个叶节点u和v，其层次距离 ( , )h u v 为其最低层共同

父节点的深度。定义如下有向图G ，其叶节点集为V ，假定从任意叶节点出发都存在 k 条连边，则节

点u选择节点v作为其一条连边的端点的概率为： 

 
( , )

( , )( , )
h u v

h h u

u

bP u v
b

β

β ω

ω

−

−

≠

=
∑

 (7)   

可以看出，此处参数β的作用类似 Kleinberg 模型中的幂指数α 。 0β = 意味着从所有其他叶节点中

等概率地选择一个节点进行连边。随着β增加，每次将更倾向选择与其层次距离近的节点进行连边。 

现考虑在G 上对任意给定的初始节点 s和目标节点 t进行启发式搜索的时间复杂度。与规则网格

不同，在G 中 s和 t之间可能不存在连通路径。如果启发式搜索至少能够以概率1 ( )nε− 找到一条长度

为 ( ( ))O f n 的路径连接 s 和 t ，则称G 上的搜索时间复杂度为 ( )f n ，其中 n 增加时 ( )nε 趋于 0。

Kleinberg 在文献[48]中给出了层次模型中导航时间复杂度的如下结论： 

1、 当 1β = 且 2logk c n= 时，若常数 c足够大则存在时间复杂度为 logn的多项式的启发式搜

索算法； 

2、 对任意 1β ≠ ，不存在时间复杂度为 logn的多项式的启发式搜索算法。 

即 1β = 时，只要保证层次结构网络中每个节点有足够多的向外连边，网络就会可导航。 

事实上可以用同一个框架将规则网络上的导航模型和层次结构网络上的导航模型二者统一。社会

网络中的两个个体如果同处某群体内部（居住在同一个地方，或者处于同样的职位，或者拥有同样的

宗教信仰等等）则他们之间倾向存在连接。已知节点集V 和一个关于群体的集合 1 2{ , , , }mS S S S= K ，

其中 , [1, ]iS i m∈ 表示一个群体。对于给定的常数 1λ < 和 1κ > ，考虑以下三条性质： 

1、 节点集V 本身是一个群体； 

2、 如果包含节点v的群体 iS 的节点数量为 g ，那么存在包含节点v的群体 j iS S⊆ ，其节点数

量至少为 gλ ； 

3、 如果节点数不超过 g 的群体 1 2 3, , ,i i iS S S K都包含节点 v，那么这些群体集的节点数量不超

过 gκ 。 

容易验证，无论是网格上的导航模型还是树形结构的导航模型都能够同时满足以上三条性质。定
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义节点u和v之间的距离 ( , )g u v 为同时包含u和v的最小的群体所包含的节点数量，按照以下方式产生

一个新的导航网络。假定每一个节点的出度为 k ，其中节点u选择节点 v作为其一条连边终点的概率

满足： 

 
( , )( , )

( , )g

u

g u vP u v
g u

γ

γ

ω

ω

−

−

≠

=
∑

 (8) 

不难看出γ 与前文中的α 和β具有同样的作用。当γ 增加时，都倾向于选择距离较近的节点作为连边

对象。对该网络上的可导航问题，Kleinberg 也给出了以下结论
[49]

： 

1. 1γ = ，当出度 2logk c n= 且常数c足够大，对任意满足前文给出的三条性质的 S 都存在时间复

杂度为 logn的多项式的启发式搜索算法； 

2. 1γ < ，不存在时间复杂度为 logn的多项式的启发式搜索算法。 

注意 1γ > 时，无法直接判断是否存在时间复杂度为 logn的多项式的启发式搜索算法。 

Liben-Nowell 等人实证发现真实的社会网络中人口密度呈不均匀分布，进而研究了不均匀网络

中的导航问题
[17]

。考虑到人口分布不均匀这一特点，Liben-Nowell 等人的模型中不再使用地理距离

来确定在节点 u 和 v 之间添加长程连边的概率。定义节点 v 相对于节点 u 的名次 ( )urank v 为

( ) : { | ( , ) ( , )}urank v d u d u vω ω= < ，进而假定节点u和v之间存在连边的概率为： 

 
1

1

( )( , )
( )

u
r

u
u

rank vP u v
rank

ω

ω

−

−

≠

=
∑

 (9)   

不难看出 (9)式和(1)式在均匀网格上等价，即 Kleinberg 导航模型是 Liben-Nowell 导航模型在人口

分布均匀情况下的一个特例。之所以基于名次确定节点之间存在连边的概率，一个重要的原因是该方

法既不受到所处地理空间维度的影响也不受人口分布是否均匀的影响。同时实证显示 Livejournal

网络中的朋友关系分布能够很好地满足(9)式。具体地，将一个人口总数为n的社会网络抽象成一个

二维网格 N 且其中 ( , )x y 处的网格上分布人口为 ( , )p x y 。显然有
,

( , )
x y

p x y n=∑ 成立。任意u（网格

节点上的任意一人）从上、下、左、右 4个最近网格上分别随机选择一人作为近邻，然后再根据(9)式 

从所有其他人中选择一人作为长程连边对象。Liben-Nowell 等人指出：对于具有n人的 k 维网格来讲，

无论人口呈何种分布启发式搜索的时间复杂度都不会超过 3logc n⋅ ，其中常数 c只与 k 有关（具体证

明过程参见[50]）。 

实证表明很多网络诸如 Internet 网
[52]

、WWW 网
[53,54]

、Metabolic 网
[55]

、Cellular 网
[56]

以及信任合

作网
[57]

等自然网或者人工网的度分布都具有无标度特性。因而讨论无标度网络上的导航问题具有重要

意义。在这种网络上导航一般和网络的空间性质无关，考虑到其重要性，也在此处做一个简单介绍。

Cohen 等人讨论包含 N 个节点且度分布服从 ( )P k k λ−∝ 的无标度网的直径问题
[58]

，得出无标度网的直
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径 d 满足如下关系： 

 

ln ln ,                    2 3
ln / ln ln ,          3
ln ,                       3

N
d N N

N

λ
λ
λ

< <⎧
⎪ =⎨
⎪ >⎩

 (10)   

不难看出无标度网络具有极小的直径。Boguná等人指出在这一类无标度网络上的启发式搜索时间复杂

度为 ln ln / ln( 2)T N λ − ，意味着无标度网络可导航
[59]

。有趣的是在无标度网络上的启发式搜索几乎

能够找到最短路径，即此类网络上的搜索并不需要全局信息。这一发现对诸如 Internet 网这类难以

了解整个网络拓扑结构的网络来讲无疑具有重要意义。 

Kim 等人考虑了在无标度网络上进行搜索的不同策略
[60]

。他们在使用 BA 方法产生的无标度网络

上分别模拟了以下 4种搜索策略。 

1、 选择处于最短路径上的节点（SHT）； 

2、 选择所有邻居节点中的最大度节点（MAX）； 

3、 每次从邻居节点中等概率选择一个节点（RND）； 

4、 从邻居节点中以概率 ( ) /i j
j

P i k k= ∑ 选择度为 ik 的节点（PRF）。 

显然 SHT 策略需要全局信息，而其他 3种策略仅需要局部信息。模拟结果显示 SHT 策略的时间复

杂度为 101.13log N ，MAX 策略的时间复杂度为 102.71log N ，而 RND 策略和 PRF 策略的时间复杂度分别

为 0.51N 和 0.34N 。不难看出 SHT 策略和 MAX 策略的时间复杂度基本相同，此结果进一步验证了在无标

度网络上进行搜索并不需要全局信息这一结论。 

3.4. 基于网格模型的间接启发式搜索 

为了更真实反映 Milgram 实验中的搜索过程，有必要在 Kleinberg 启发式搜索中考虑额外信息的

作用
[44, 61]

。Fraigniaud 等人指出社会网络中的每一个体都很有可能知道其他两个人之间是否存在朋

友关系，尽管这两个人可能都与该个体本身没有朋友关系。举例来讲你不认识法国总统萨科奇，但是

你却知道萨科奇认识美国总统奥巴马。如果定义 xA 为 x节点的额外信息集，则 Kleinberg 模型中有

{ }x xA e= ，其中 xe 为 x的长程连边，而 Fraigniaud 模型中则有 1 2{ , , },x k x xA e e e e A= ∈K 。以图 5为例， 

x的额外信息集可以表示为 {( , '), ( , '), ( , '), ( , ')}xA x x a a d d y y= 。也就是说 x节点除自己的长程连边 ( , ')x x

外，还知道a和 'a 、d 和 'd 、 y 和 'y 存在长程连边。注意 x节点与 y 和 'y 之间没有连接。一个合理的

假设是 xA 包含的节点数量不应该太大但是会随网络规模的增加而增加，同时 xA 中的节点倾向于位于

x周围而非离 x太远。 
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图 5 Fraigniaud 模型中长程连边示意图[61] 

 

图 6 Fraigniaud 模型中间接启发式搜索示意图 [61] 

Fraigniaud 等人模型中搜索的线索既可以是地理信息也可以是职业信息等其他信息。典型的间

接启发式搜索过程如图 6所示。假定信息当前处于 Alice 处，并且最终需要把信息传递到 Joe Wilson

处。从地理线索来看，应该将信息直接传递给其友 Mary；考虑职业信息这一线索，则应该将信息传

递给 Olson，因为 Olson 与 Joe Wilson 有相似职业；但是考虑到 Alice 知道 Mark 认识 Ann 的话策略

将会不同，因为 Ann 离 Joe Wilson 的地理距离有大幅度提高。搜索过程很可能是先将 Alice 不认识

的 Mark 确定为搜索目标，然后再使用启发式搜索将信息传递给 Mark。 

显然 d 维 Kleinberg 导航模型中任意节点 x都存在 2d 条短程连边和 1 条长程连边。如果记

( )u tail e= 、 ( )v head e= 其中 ( , )e u v= 为有向连边，则可以将间接启发式搜索过程的每一次搜索区分为

如下两个阶段： 

1. 从有向边集合 1 2{( , ), , ( , )}d xx x Aω ω ∪K 中选取e使得 ( )head e 离目标节点 t的网格距离最近，其

中 1 2{ , , }dω ωK 表示当前节点 x的所有网格距离为 1 的邻居节点的集合。如果这样的边不止一

条则选择使 ( )tail e 离 x最近的连边。记 ( )y tail e= 为该次搜索的中间目标。 

2. 从当前节点 x的 2 1d + 个邻居节点中选择离中间目标 y 网格距离最近的节点并且将信息传递

到该节点。 

与 Kleinberg 启发式搜索不同，间接启发式搜索不能够保证每次搜索后离目标节点的地理距离都

减少。Fraigniaud 等人指出如果网络中的每个节点都有与其最近的 (log )O n 个节点的长程连边的额外



13 

信息，则间接启发式搜索的时间复杂度为
11

(log )dO n
+

。Martel 等人在讨论 Kleinberg 导航模型时对此

给出了具体的证明过程
[62]

。进一步讨论额外信息量与搜索时间复杂度的关系可以得到如图 7所示的结

论。额外信息量维持在 (log )O n 时候最利于间接启发式搜索。注意尽管知道所有节点的长程连边信息，

间接启发式搜索也不会比 Kleinberg 启发式搜索在效率上有显著提高。 

 

图 7 Fraigniaud 模型中间接启发式搜索时间复杂度与额外信息量的关系[61] 

3.5. 增长的可导航网络模型 

由于复杂系统的演化特性，复杂网络一般也被认为是在演化中产生的。也就是说复杂网络的顶点

和边都在不断增长。复杂网络重要的度分布无标度性特征就被认为是由网络演化中边的偏好依附产生

的。考虑到真实的社会关系网络在不停演化，上海大学史定华教授等提出了增长的可导航网络模型
[63]

。 

增长的可导航网络模型假定在初始时刻存在如图 8所示的初始网络。在一个横向和纵向都具有整

数坐标的网格平面上，围绕坐标原点共有 9个节点，并且这些节点之间都存在水平或垂直的短程连边。

网络增长时，从图中坐标为 (2,1)的节点开始沿顺时针方向绕初始网络每个时间间隔增加一个新节点

u ，与地理位置上晶格距离为 1的所有节点产生短程连边，并且同时与距离较远的顶点产生m 条长程

连边。新节点 u 与已有节点 v 产生长程连边的概率满足“广义引力择优原则”，即其概率

( , )( , )
( , )s
u vP u v

v
ω

ρ
ρ ω

=
∑

，其中
( )( , )

( , )
u vk ku v

d u v

δ

αρ ×
= ， uk 与 vk 分别为节点u 和节点 v的度， ( , )d u v 为两个节点

之间的网格距离。在 3m = 时模拟发现， 1, 1δ α= = 时网络可导航并且其度分布满足无标度特性。 
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图 8 增长的可导航网络模型图[63] 

3.6. 有限能量约束下的可导航 

研究有限能量约束下的 Kleinberg 导航模型具有重要的现实意义。当改建一个地铁网络（比如

Manhattan 地铁网络）以使平均交通时间最短时，通常都存在一个事先给定的预算。 

Li 等人首先研究了有限能量约束下网络平均最短路径 l 与幂指数α 的关系
[64]

。他们使用的模型

类似 Kleinberg 导航模型，但是在以幂率方式添加长程连边的时候引入了总能量（长程连边总长度）

Λ的限制。假定初始网络为一个 L L× 的二维网格，任意两个节点u和v之间存在长程连边的概率与 ijr α−

成比例，同时满足 2
ijr ALΛ = =∑ ，其中 ijr 是v和v之间的网格距离，A为常数。计算网络平均最短距

离 l 与幂指数α 之间的关系（具体结果如图 9所示），可知在 3α = 时 l 取得最小值。进一步，Li 等

人还分别模拟了 1维和 2维有限能量约束下的启发式搜索平均搜索时间 /gl L 与幂指数α 的关系。模

拟显示在 1维情况下导航最优幂指数（平均搜索时间最短）为 2α = ，2维情况下导航最优幂指数 3α = 。

其中，2维情况下的模拟结果如图 10。Li 等人给出的一个重要推断是无论根据全局信息计算的平均最

短路径还是根据局部信息进行启发式搜索所需的平均搜索时间都在幂指数 1dα = + 处取得最优值，其

中 d 为网格维数。模拟结果显示以上推论对 1d = 以及 2d = 都成立。Bianconi 等人实证得到美国航空

网的幂指数为 3.0 0.2α = ± [65]，该结果进一步支持了 2维有限能量约束下的导航最优幂指数为 3α = 这

一推断。Li 等人的推断与没有能量约束下的相应结论有显著区别，在没有能量约束下网络平均最短

路径对应的最优幂指数为 0α = ，而导航对应的最优幂指数为 dα = 。 

杨华等在研究空间网络的幂率特征及其对交通动态的影响时也构建了一个有限能量约束下的网

络
[29]

。该网络以规则网格为基础并且按照 ( )P r r α−∝ 的概率在网格距离为 r 的两点之间添加一条长程

连边。考虑到 d 维的网格中与任意节点距离为 r 的节点数量与 1dr − 呈比例，杨华等人的模型中网格距

离为 r 的节点u和v之间存在长程连边的概率等价于 1
Y ( , ) dP u v r α− +∝ 。他们指出当 2α = 时网络平均距

离最短，这一结果与 Li 等人的推断一致。 
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图 9 2 维平均搜索时间 /gl L 与幂指数α 的关系[64] 

 

图 10 2 维平均最短平均路径 l 与幂指数α 的关系[64] 

Li 等人以及杨华等人的结果说明有限能量约束下的 Kleinberg 导航最优幂指数为 1dα = + ，然而

他们的工作以实验模拟为主而没有给出严格的证明过程。最近，黎勇等人通过建立有限能量约束下的

动态方程证明了在 1 维情况下最优幂指数为 2α = ，并且给出了相应的导航时间复杂度
[66]

。考虑一个

有 4N n= 个节点的环，每个节点与周围距离为 1的 2个节点之间存在短程连边，同时任意距离为 r 的

两个节点u和v之间存在长程连边的概率满足： 

 2

1

( , ) , 0
2

n

r

rP r
r

α

α
α α

−

−

=

= ≥

∑
 (11)   

在总能量 cNΛ = 的约束下整个环中的长程连边数量应该服从参数为 λ 的泊松分布，其中

2 2
1

1 1

/
n n

r r

c r rα αλ − −

= =

= ∑ ∑ 。进一步可以建立有限能量约束下导航过程的动态方程（具体细节参见[66]）。求

解所建立的动态方程可知当网络规模n趋于无穷时导航时间复杂度为 /T n（T 为搜索距离为n的目标

节点所用平均时间）为： 
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2
1

2 arctan , 0
2

2 2 ln 2/ ln , 1
ln 2 2

2( 1) , 2
2( 1)

c

c
c

cT n
c

ce
α
α

α

α

α α
α

−
−

−

⎧
⎪ =
⎪
⎪ +⎪= =⎨
⎪

−⎪ ≥⎪
⎪ − +⎩

 (12)   

注意(12)式中没有给出0 ( 1) 2α< ≠ < 时的导航时间复杂度，但是黎勇等人给出了相应的数值解，结果

如图 11 所示，其中 1c = 。当网络规模增加时数值解将会趋于理论解（实线），并且最优幂指数都是

2α = 。进一步，通过比较在网络中的实际模拟结果和相应的数值结果（图 12）能够验证其方法的正

确性，其中参数分别为 0.5c = 和 1c = 。 
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图 11 1 维导航时间复杂度的数值解及其理论解[66] 

  

图 12 1 维导航模拟结果及其理论结果[66] 

3.7. 导航总结 

自从 Milgram 实验得到“六度分离”结果以后，小世界现象以及导航问题得到了广泛研究和讨论。

Watts 等人首先从实证工作出发说明小世界现象普遍存在，然后从理论上构建了一个能够产生小世界
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网络的重要模型。在此基础上，Kleinberg 以规则网格为基础通过在任意节点之间按照幂率方式添加

长程连边的方式构建了一族导航模型，从理论上证明了“六度分离”结果的可能性，并且给出了相应

的导航时间复杂度的上下限。继 Kleinberg 之后，大量工作致力于可导航问题的研究，其中主要包括

分形维、无标度网等网络上的 Kleinberg 导航， Kleinberg 导航的渐进行为，导航策略以及在有限

能量约束下的可导航等诸多问题。这些工作构成了复杂网络研究工作的一个重要分支即网络可导航研

究。尽管当前对网络可导航问题的研究已经比较成熟，但是相信今后还会涌现出网络可导航问题的新

的研究热点。 

4. 空间网络上的同步现象 

同步现象广泛存在于生物、化学、物理以及社会系统等领域中。心脏中的起搏细胞、神经系统中

的神经元、剧院中有节奏的掌声、以及在亚洲南部的一些森林中观察到的同步发光的萤火虫等都是自

然中存在的同步现象
[67,68]

。长久以来，科学家都致力于认识同步现象的形成机制。 

如果以单个振子来代表系统中的个体，那么整体上表现出的同步现象必然要求振子之间具有相互

作用。因此定量刻画振子之间的耦合作用是研究同步现象的基础。已知振子的行为既受自身固有属性

的影响也受外界其他振子的作用。出于简化目的使用物理变量ω来描述单个振子的固有振动过程，进

而可以通过该变量的相位 ( )tθ 来记录振子在 t时刻所处的状态。 

脉冲耦合是抽象振子之间耦合作用的一种直观方法。该方法假定当ω超过某一给定阈值后就会向

其耦合振子发送一个脉冲，该脉冲能够改变其耦合振子的相位。脉冲耦合方法通常需要满足以下两个

基本假设： 

1. 单个脉冲对耦合振子的相位影响不受一个峰电位间距内接受的脉冲数量影响； 

2. 脉冲影响不具有记忆性，即只影响耦合振子当前时刻的相位而不会对耦合振子以后的振动相

位造成影响。 

尽管脉冲耦合方法能够直观地描述振子之间的耦合作用，然而该方式的时间离散性和非线性会给

数学求解上带来巨大的困难，尤其是处理大量耦合振子组成的复杂系统。在大量追求数学上简洁可行

的同步模型中， Kuramoto 在 1975 年提出的同步模型是最为成功的尝试
[68]

。 

4.1. Kuramoto  同步模型 

Kuramoto 使用如下动态过程描述 N 个相互耦合振子的系统中单个振子的运动过程： 

 
1

sin( ), 1, ,
N

i i ij j i
j

K i Nθ ω θ θ
⋅

=

= + − =∑ L  (13)   

其中， ( )i tθ 是振子 i在 t时刻的相位。振子 i的固有振动频率 iω 概率密度函数为 ( )g ω 。从(13)式可知

每个振子都独立地按照自身固有频率 iω 振动，同时也受到其耦合振子的影响。做 i i tθ θ→ −Ω 变换，

其中Ω是 ( )g ω 的期望，则整个系统由固有振动频率均值为零的耦合振子组成。可以知道当耦合作用
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较小的时候系统不会出现同步现象，只有当耦合强度超过某一阈值 CK 时才会出现同步现象。 

Kuramoto 最早使用平均场耦合方式讨论了同步现象。所谓的平均场耦合即是将(13)式中耦合系

数表示为 / 0ijK K N= > 的形式。可以定义序参量
1

1 j
N

ii

j

re e
N

θψ

=

= ∑  ，此处0 ( ) 1r t≤ ≤ 用来测量整个系统

的同步程度， ( )tψ 表示平均相位。进一步可将(13)式简化为： 

 sin( ), 1, ,i i iKr i Nθ ω ψ θ
⋅

= + − = L  (14)  

从(14)式可知，振子受到整个系统的平均相位 ( )tψ 的强度为Kr 的耦合作用。关于 Kuramoto 平均场

同步模型的理论推导以及数值计算详细过程参见Kuramoto在 1975年和 1984年发表的相关文献
[68,69]

。 

4.2. 空间网络上的同步模型 

伴随空间网络的兴起和不断发展，出现了大量空间网络上的同步现象研究工作。空间网络的一个

特点在于引入了节点之间的空间地理因素。容易知道系统出现同步现象的阈值 CK 主要受到耦合矩阵

ijK 的影响。其中，被广泛讨论的耦合方式主要包括平均场耦合、最近邻居耦合、层次耦合以及随机

长程耦合。一个自然的想法是振子之间幂律方式的耦合作用是否能够出现同步现象。事实上幂律方式

耦合作用的两个极端情况分别对应 Kuramoto 讨论的平均场耦合（ /ijK K N= ）和 Strogatz 等人讨论

的最近邻居耦合（对最近的耦合振子 ijK K= ，其它的耦合振子 0ijK = ）
[70]

。因而，对幂律方式耦合

作用的讨论具有理论完善意义。 

Chowdhury 等人利用自旋波的方法讨论了具有长程幂律耦合作用情况下的同步现象，并且给出了

相关的理论计算和数值模拟结果
[67]

。他们将振子均匀地分布在一维的环上，振子 i和 j之间的耦合强

度 ijK 满足 /ij ijK K rα= ，其中 ijr 是振子 i和 j之间的网格距离。于是可以得到如下的同步模型： 

 
1

1

1 [sin( ) sin( )], 1, ,
N

i i i s i i s i
s

K i N
sα

θ ω θ θ θ θ
−⋅

+ −
=

= + − + − =∑ L  (15)   

注意模型中采用循环边界条件即满足 s N s+ ≡ 。若有 0 0( ) ( ) 2ij ijt T tθ θ πΔ + − Δ < 即振子 i与 j 的相位差

在任意长的时间段内都不会超过 2π ，则称振子 i与 j发生同步，其中 ij i jθ θ θΔ = − 。 

与 Kuramoto 模型类似，可以用序参量 0

0

[ ( ) ( )]

1

1lim j j
N

i t t
EA t t j

e
N

θ θ−

− →∞
=

Ψ = ∑ 定义整个系统的同步程度。显

然，当 1EAΨ = 时系统处于完全同步的状态。Chowdhury 等人还使用 ( )ph tΨ 测量整个系统的同步程度，
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其中 ( )ph tΨ 满足
( )

1

1( ) j
N

i t
ph

j

t e
N

θ

=

Ψ = ∑ 。同样地，当 1phΨ = 时整个系统处于完全同步的状态。由于整个

系统很难处于完全同步状态，因此通常考察整个系统同步程度 ( )ph t
tΨ 随着时间的演化。为了方便讨

论，同时还引入了相位相关函数
( )i ji

ijC e θ θ−=< >。采用自旋波的方法对其进行分析可以知道当 N 趋于

无穷时，距离为 r 的两个振子之间的相位相关函数 ( )C r 与耦合幂指数α 之间满足如下关系： 

 
2 2

2 3 2

1/8

2 3 2

1,                                                  1,
exp[ 1/ ( ) ],           1 3 / 2,

( ) ,                                       3 / 2,
exp[ / ( )],                  3 / 2 (

K

C K r

C r r
r K

α

π

α

α

ξ α α

α

ξ α α

−
∞

−

−

= ≤

= − < <

∝ =

= − < ≠
2 2

2) 5 / 2,
exp[ / 2 ],                         2.r Kπ α

⎧
⎪
⎪
⎪
⎨
⎪ <⎪
⎪= − =⎩

 (16)   

其中， 2( ) / sin( ) (3 2 )cξ α π πα α= Γ − ，常数 2sin( / 2) ( )c πα α α= Γ − ，同时
2

C e
θ∞− Δ

∞ = 。从(16)式可以

看出当 3 / 2α > 时，振子之间的相位相关函数 ( )C r 随着距离 r 指数衰减。最终可以得到测量整个系统

同步程度的序参量指标 phΨ 随幂指数α 的函数关系，其理论结果如图 13所示，其中参数K 取值为 1。

不难看出 3 / 2α = 时系统的同步程度降低到 0，意味着该模型能够产生同步现象的临界幂指数为

3 / 2cα = 。Chowdhury 等人模拟了不同规模大小的一维环上的同步现象，结果如图 14所示，其中参数

K 取值为 1。图中曲线由上到下对应的网络规模分别为：正方形-256,圆圈-1024,三角-4096,加号

-8192,菱形-16384。结果显示系统能够产生同步现象的临界值为 3 / 2cα = ，与理论计算结果相吻合。 

 

图 13 系统同步程度 phΨ 与幂指数α 的函数关系[67] 

曾安等人讨论了粗粒化对空间网络上一系列动力学过程的影响
[71]

。首先按照如下步骤构建一个

有限能量约束的粗粒化后的空间网络： 

1. 构造一个 N 个节点的环，其中每个节点和相邻两个节点存在短程连边。同时假定网络中的总

能量约束为 cNΛ = ； 

2. 选取一个区间宽度W 对初始环进行粗粒化，将初始环上的距离分为 max /N W 部分。其中，第m
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部分包括的网格距离为 ( 1) 1,( 1) 2, ,m W m W mW− + − + K ； 

3. 随机选取一个节点 i，以 ( )P r ar δ−= 方式产生一个距离 r ，其中a由 max

2
( ) 1N

r
P r

=
=∑ 决定； 

4. 找出 r 所属区间，然后从该区间中随机挑出一个节点 j。在 i和 j 之间产生一条长程连边，同

时按照长程连边的长度减少初始总能量； 

5. 重复以上步骤，直到总能量Λ耗尽。 

已知特征值比率 2/NR λ λ= 可以衡量该粗粒化后的空间网络的同步能力，其中 Nλ 和 2λ 分别为相应的拉

普拉斯矩阵的第 N 个特征值和第 2 个特征值，因此通过计算不同幂指数δ 对应的空间网络的同步能

力，能够得到网络同步能力最强的最优幂指数δ 。计算可知网络同步能力R与幂指数δ 的关系如图 15

所示，其中网络规模大小为 1000N = 。当网络规模足够大的时候最优幂指数近似为 3/2。 

 

图 14 系统同步程度 phΨ 与网络规模的关系[67] 
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图 15 曾安等人模型中同步能力模拟结果[71] 

Bradde 等人讨论了空间因素对复杂网络中的相变临界值的影响
[72]

。考虑将一个 N 个节点的网络

嵌入到一个 d 维空间中，每个节点都有一个位置 ir
→

。其中，节点 i和 j之间存在连边的概率满足下式： 

 
( , )

( , )
1 ( , )

i j i j
ij i j i j

i j i j

J r r
p J r r

J r r

θ θ
θ θ

θ θ

→ →
→ →

→ →=
+

 (17)   
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此处假定 2

,
[max ( )] [max ( ( , ))] 1

i j
i i j

r r
J r rθ → →

→ →

，并且 ( , )i jJ r r
→ →

只与节点 i 和节点 j 之间的距离有关，即

( , ) ( )i j i jJ r r J r r
→ → → →

= − 。不难得到节点 i 的度 ik 服从泊松分布，其期望 i ijj
k p=∑ 。通过概率矩阵

1, ,{ }ij ij NP p == K 的特征根可以得到该空间网络上的动态过程的临界值。同样也可以通过计算该空间网络

的特征值比率R进而得出其同步能力。 

4.3. 同步小结 

同步现象是动态系统中存在的典型特征之一，在生物、化学、物理以及社会系统中都广泛存在并

且起着重要作用。继 Kuramoto 同步模型之后存在大量的后续工作，其中一个分支就是讨论网络上的

同步现象。与其他网络不同，空间网络嵌入了空间地理位置因素，因而研究空间网络中的同步现象既

具有理论完善作用，也具有很强的现实意义。本章我们简单地回顾和总结了近年来空间网络上同步现

象的相关研究工作。不难发现空间网络上同步现象的研究较其他动力学过程而言还相对不足，亟待更

多的探索和不断发展。 

5. 空间网络上的疾病传播 

5.1. 空间网络疾病传播模型 

近十年，人类社会频频爆发在世界范围内传播的大型传染病，如2003年的SARS、2005年的H5N1，

以及刚过去的2009年爆发的H1N1。当这些大型传染病爆发时，疾病动力学的理论研究能够为制定预测，

免疫以及疫苗使用等等政策提供依据。研究疾病如何传播的理论模型加深了我们对疾病动力学的认

识。在复杂网络上研究疾病的传播过程已经成为了研究疾病传播的一个重要方向，并有着广泛的运用

领域，包括疾病生理学，计算机病毒的传播，以及谣言传播等。 

复杂网络上关于疾病传播主要研究传播机制和网络拓扑结构之间的相互影响。前人的研究大多数

假设传播行为是由接触过程（contact process）或反应过程(reaction process)所驱动的。所谓接

触传播是指在每一步时间内疾病由被感染的个体传播到该个体的一个邻居，而反应过程则是传播到被

感染个体的所有邻居。在这些传播机制下，大量的工作讨论了不同的网络拓扑结构中疾病传播所表现

出来的动力学行为，显示网络的拓扑结构对疾病的传播有着重要影响。使用平均场近似理论和数值模

拟方法，这类工作在规则网，随机网和小世界网上发现疾病传播的动力学过程中存在着一个相变点：

只有当疾病的有效传播率超过某一临界值后，演化过程中感染人群才能保有一定的比例；若有效传播

率低于该临界值，疾病在演化过程中最终会消亡。另一方面，大量实际网络度分布具有无标度特性，

研究指出在无标度网上不管有效传播率多小，疾病在演化过程中都不会完全消亡。 

然而，在一个时间段内各节点只会和它的一部分邻居产生相互作用，因此接触过程或反应过程所

描述的传播机制就显得太过粗糙。因而，需要对传播机制进行更深入的研究，如考虑流驱动的传播机
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制，提出基于接触传播的新机制。另一个很值得研究的问题是：随着个体间相互作用或相互接触而传

播的疾病动力学行为是和个体的空间行动模式紧密联系在一起的。因此，个体的行走模式对疾病传播

的动力学行为会产生有趣的影响，而这种影响在以前的工作中并没有得到研究。 
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图 16 cλ 在一维上的模拟结果及其理论计算结果[73] 
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图 17 一维列维行走模式下 SI 模型疾病传播速度[73] 

胡延庆等
[73]

研究了列维行走模式（Levy Flights）对疾病传播的影响。所谓列维行走模式即人类

移动或者动物迁徙时，在单位时间内行走的距离服从 ( ) ~ ( 3 1)P d dα α− ≤ < − 的幂率分布。大量实证研

究总结出动物觅食、迁徙和人类旅游近似服从幂指数 2α = − 的列维行走模式。考虑具有n个节点的环，

假定其所有节点列维行走总距离为W nω= 。随机挑选一个节点，按照 ( ) ~P d dα 的概率选取距离 d 作

为该节点的长程连接，重复该过程直到所有长程连边的长度之和为W 。按此方法可以构建出具有列

维行走模式的一维加权网络。根据列维行走模式的假定，节点 i与节点 j之间连边的权重 ijω 与其距离
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ijd α 成比例。显然有下式成立： 

 

1, 1

~ij ij

n

ij ij
i j

d

d W

αω

ω
= =

⎧
⎪
⎨

=⎪
⎩
∑

 (18)   

在上述一维加权网络上考虑以 SIS 模型为背景的疾病传播问题。在 SIS 疾病传播模型中，节点感

染的概率为υ，相对应地在加权网络中，感染概率为1 (1 ) ijj I
ω

υ ∈∑− − ，其中 I 为网络中染病节点的集合。

通常将疾病传播强度λ 定义为
υλ
δ

= ，其中δ 为染病节点康复的概率，不失一般性令其等于 1。用 cλ 表

示疾病在该加权网络中的传播阈值，当疾病的传播强度λ 大于传播阈值 cλ 时，疾病会快速的传播开来；

当疾病的传播强度λ 小于传播阈值 cλ 时，疾病会很快消亡。假定 ρ为网络中传病节点的比例，根据平

均场理论，SIS 模型的动力学方程为 ( )[1 (1 ) ](1 )E dd
dt

ωρρ ρ υ ρ= − + − − − ，其中 ( )E d 为一次列维行走距离

的期望。可以求得传播阈值如下： 

 

1,                                           2
1 ( ) ( ) ,          2

( 1)
c E d z

s z

α
λ α α

ω ω α

≥ −⎧
⎪= ⎨ = ≈ < −⎪ −⎩

 (19)

  

 

其中
1

( )
d

z dαα +∞

=
=∑ 是 Riemann Zeta 函数。关于 cλ 的结果如图 16所示，可以看出 cλ 在 2α = − 处存在

相变。在上述加权网络中讨论 SI 模型可知疾病传播速度在 2α = − 最高，终止时刻T （所有节点全部

被感染）与幂指数α 的关系如图 17所示。 

 

图 18 Bertuzzo 等人使用的四种疾病传播网络结构[76] 

Riley 等
[74]

对美国手足口病爆发进行了模拟进而提出了一些有效建议来控制该疾病的爆发。

Keeling 等
[75]

以 SIR 模型为基础，分别讨论了人类交流（Human Commuters）和牛群移动（Cattle 

Movements）等疾病传播问题。他们的 SIR 模型中不仅考虑了节点的流动性，而且也考虑了白天与夜
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晚在疾病传播方面的差别。白天人们可能到处移动，而夜晚通常假定人们都在家，这两种情况对疾病

的传播概率产生不同的影响，这种影响表现为不同的传染概率。 

在人类的发展史上，霍乱病毒造成了许多负面影响，研究这种病毒的传播对人类生存具有重要意

义。Bertuzzo 等
[76]

以 SIR 模型作为基础，分别在四种网络上对霍乱病毒的传播进行了研究。其中，

抽象的网络节点代表疾病可以传播的水生环境和人类的活动场所（城市、乡村等），连边代表各种活

动之间的联系，属于典型的水文连接，而连边的方向则由水流方向决定。图 18 给出了四种具体的网

络结构：（a）一维网格、（b）二维网格、（c）Peano 网络和（d）OCN。通过在变量中加入水生环境中

霍乱病毒的浓度，从而可以得到病毒传播的如下动力学方程： 

 

( )

( )

B

dS BH S S
dt K B
dI B S I
dt K B
dB pB I
dt W

μ β

β γ α μ

μ

⎧ = − −⎪ +⎪
⎪ = − + +⎨ +⎪
⎪ = − +⎪⎩

 (20)

 

 

Riley
[77]

回顾了麻疹、手足口病、大流行型流感和天花四种常见疾病和研究这四种疾病的不同方

法，即补丁模型、距离传播模型、多种群模型和网络模型。在研究中发现，家庭在人类疾病传播中扮

演重要的角色，比如对于天花和流感的传播，建立一个包含家庭在内的模型对于研究疾病传播有重要

的意义。在病毒传播的过程中，宿主的移动过程十分重要，对于那些直接传播的病毒，容易染病的人

只有与那些带菌的宿主接触才能被传染。图 19给出了疾病传播的四种不同模型，A图表示的是“补丁”

模型，在这种模型中所有的个体在一个“补丁”中。在这种情况下，疾病的传播能力是人的家与传染

病补丁块之间距离的函数；B图表示距离传播模型，在这个模型中，疾病的传播与个体有密切的关系，

并且每一个研究的个体都有明确的地理位置，同时假定任意给定的染病个体可以传染一定范围内的每

一个个体；C 图表示多种群模型，在这种模型中，疾病的传播能力由群体中的个体决定；D 代表网络

传播模型，这种模型与多种群模型类似，在模型中，疾病的传播能力是零，除非容易被传染疾病的人

在一定的范围内。很多现有的空间网络模型包含了个体的年龄、住房位置等信息，但是它们都没有包

含人口统计过程，即所有的个体出生、死亡和老化都没有考虑在内。在以后的研究中，为了使研究更

贴近真实的情况，可以在这些方面加以考虑。 

 

图 19 四种不同的疾病传播模型[77] 
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5.2. 疾病传播小结 

从古至今各种各样的传染病不断地威胁着人类健康和生存，对疾病传播的研究也是人类发展和进

步的需要，而疾病传播模型能够为有效控制疾病传播做出重要贡献。疾病传播模型的发展经历了从简

单到复杂、从高度简化到越来越接近现实情况，虽然很多新的模型仍然是以 SIS 或 SIR 模型为基础，

但都有很多新发展。近些年由于空间网络研究的迅速发展，疾病传播模型也放到了空间网络上。在传

播模型中加入列维行走、考虑个体的移动情况等等都丰富完善了疾病传播模型。 

6. 总结与展望 

本文从实证分析和理论模型两个方面，对国内外空间网络的结构与功能的相关研究工作进行了简

要综述。对社会网络、Internet 网、交通运输网络以及其它一些空间网络上的重要实证工作进行了

简单介绍，同时对空间网络上的导航、同步现象以及疾病传播等动态过程进行了回顾与总结。除了文

中提到的一些研究方向，空间网络上还存在着许多开放性的问题。其中，空间网络的演化这一问题尽

管在上世纪 70 年代就已经被提出来，但是至今仍未得到很好地解决。另外，关于最优空间网络结构

的探讨也会是未来一个重要的研究方向。由于本文作者们知识的局限性，相信还有国内外很多同行的

重要研究成果都没有综述到，文中图片引自对应的原文，图中符号与本文不协调的地方在文中都做了

相应解释，对读者造成的不便之处，还请见谅。 
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