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摘要 本文介绍了图像修补和小波图像修补问题，在分别研究了小波域和空域的图

像修补技术的基础上，提出在空域解决小波域的图像修补问题的思想。本文简要给

出了该思想的实现依据，引入非局部方法，提出实现该思想的非局部方法。实验表

明，本文方法可以得到较好的图像修补效果，显著提高图像的峰值信噪比，说明小

波域修补问题在空域中解决的可行性。
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Non-local Method Solving Wavelet Image Inpainting Problem

in Pixel Domain
Guanghua Zhou Xiangchu Feng

(College of Mathematics，Xidian University，Xi'an，Shaanxi 710071，China)

AbstractAbstractAbstractAbstract The problem of Image inpainting and wavelet image inpainting are presented
in this paper. Based on the study of various methods to inpaint image in wavelet and
pixel domain respectively, we get an idea to solve wavelet image inpainting problem in
pixel domain. Non-local method is introduced. A method using non-local method in
pixel domain is proposed to put the thought above into practice. The experiments
demonstrates the method works, and inpainting effect is good. It also illustrates the
feasibility of solving wavelet image inpainting in pixel domain.
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1 引言

图像修补是图像处理重要的一个分支，该技术几乎与艺术的发展一样悠久。

在图像采集、处理、保存以及传输等等过程中，有许多因素都会对图像产生损伤，

丢失图像中的一些信息。随着各种领域对图像的要求的提高，这就需要研究如何
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在损伤图像现有信息的基础上，获取包含更多信息的图像，于是就出现了图像修

补技术。图像修补就是未缺损图像 I 糟破坏后，由缺损后图像 UIv \= 的待修补

区域U 周围的信息 vD∈ ，将图像填补到待修补缺损区域U 中，达到良好的视觉

效果或其他要求(图 1)。

图1 图像修补示意图。

Fig. 1 The sketch map of image inpainting.

Bertalmio等把图像修补技术引入到图像处理中[1]，提出BSCB模型。这种方

法采用了物理学中热扩散的思想，是一种基于偏微分方程 (PDE)的修补方法。T

Chan等提出的CDD(Curvature-Driven Diffusion)模型也是这类方法[2]。此类基于变

分 PDE的方法还有 TV(Total Variation)模型 [3] 、Euler’ s elastica 模型 [4]和

Mumford-Shah模型[5]和Mumford-Shah-Euler模型[6]等。对于补全图像大块缺损，

引入纹理合成技术，先把图像分解为结构部分和纹理部分，结构部分用图像修补

方法，纹理部分修补用纹理合成方法修补。

小波分析是近几十年发展起来的新的数学分支，对数学和应用学科都产生了

深远的影响。由于小波变换具有很好的时频局部化特性，是一种新的时频域分析

工具，在图像处理领域诸如图像压缩[7]、图像去噪[8，9]、图像增强[10]等等方面得

到广泛应用。

用小波工具对图像进行处理时候，会因为各种因素丢失部分小波系数，造成

重构得到缺损图像。T Chan等在[11]中提出了小波域图像修补问题。在[12]中Zhou

等应用非局部全变分方法进行小波域图像修补。同时，文章中指出可以借鉴现有

空域图像修补技术。

小波域图像修补的目的和空域图像修补应当是一致的，就是对缺损图像修补

以达到各种要求。据此本文提出，由丢失小波系数造成的图像修补问题不必局限

于在小波域进行，而且，空域图像修补技术相对更加成熟，有更多方法可以利用，

所以有必要研究在空域解决小波域图像修补问题。本文第二部分引入了非局部方
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法，简要给出了空域中解决小波图像修补问题的依据，并提出了实现以上思想的

非局部方法；第三部分是本文修补实验的结果和分析；最后总结并指出可以做的

一些更进一步研究。

2 非局部方法及空域求解小波图像修补的实现依据和非局部方法

2.1 空域求解小波图像修补的实现依据

一般地，小波图像修补是要使得小波域图像能量泛函取得极小值，求得极小

化泛函的解，得到残缺处的小波系数，从而完成修补的过程。以基于 TV 的小波

图像修补技术[11]为例，其基本原理如下：

设标准的图像模型为 ( ) ( ) ( )xnxuxz += 0 ，其中 ( )xu0 是原始无噪声图像， ( )xn

为高斯白噪声。设图像尺寸大小为 mn× ， ( )xz 的标准小波变换表示如下：

( ) ( )∑=
kj

kjkj xxz
,

,,, ψαα ， 2, ZkZj ∈∈ 。小波域的数据缺损，亦即部分系数{ }kj ,α 丢

失，导致图像部分信息丢失，小波图像修补的目的就是恢复这些丢失的小波系数。

对没有噪声或者噪声大小可忽略的图像，只要填充缺失小波系数并保持其他

系数即可。利用 TV极小化方法来填充小波系数的模型为：

( )
( ) ( ) ( )( )xuTVdxxuzuF

R xIkjkj

,,,min 2
, ,:

ββ
β

=∇=∑∈ （1）

其中 ( )xu ,β 有小波变换： ( ) ( )∑=
kj

kjkj xxu
,

,,, ψββ ， ( )kj ,ββ = ， 2, ZkZj ∈∈ ，并使

得 kjkj ,, αβ = ， ( ) Ikj ∉, ，其中 ( ){ }为缺失的小波系数kjkjI ,, α= 。模型所对应

Euler-Lagrange方程为：

0
2 , =

⎥
⎥
⎦

⎤

⎢
⎢
⎣

⎡

∇
∇

⋅∇− ∫R kj dxu
u ψ （2）

因为在数据处理或传输等过程中，数据中产生噪声是不可避免的，

( ){ }Ikjkj ∈,,,β 可能完全丢失，其余的系数 ( ){ }Ikjkj ∉,,,β 可能也会被噪声破坏，

这种情况下的小波修补模型为：

( ) ( ) ( )
( )
∑∫ −+∇=
kj

kjkjkjR x dxxuzuF
kj ,

,,,2
,

,,min αβλβ
β （3）

其中当 ( ) Ikj ∈, 时，参数 ( ) 0, =kjλ 。模型对应 Euler-Lagrange方程如下：
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( ) 02 ,,,,2
=−+

⎥
⎥
⎦

⎤

⎢
⎢
⎣

⎡

∇
∇

⋅∇− ∫ kjkjkjR kj dxu
u αβλψ （4）

文献[11]中详细地讨论了以上模型的解的存在性及唯一性。只要解模型所对

应的 Euler-Lagrange 方程即可得到模型的解。以下是基于有限差分方法的小波

图像修补模型的数值解法：

Step1. 初始化 0=n ， kjkj
new
kj ,,, χαβ = ， 0, =old

kjβ ，设置误差为 2

oldnewE ββ −=

Step2. 当 Ni ≤ 或者 δ≤E 时，

new
kj

old
kj ,, ββ = ， ( )βIWTu = ，对所有 ( )ji, 计算

⎟
⎟
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⎝

⎛

++
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⎛
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−
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−

εε
2

,2

2

,1

,2
22

,2

2

,1

,1
1,

jiji

ji

jiji

ji
ji

uDuD

uD
D

uDuD

uD
Dcurv

( )curvFWTWCURV = ，对所有 ( )kj, ， kj
x

told
kj

new
kj ,,, γββ

∆
∆

+= ，

其中， ( ) kjkjkj
TV
kjkj ,,,,, 2 χαβλβγ −−= ，当 ( ) Ikj ∈, 时，参数 0=λ

2

oldnewE ββ −= ， 1+= ii

其中，IWT 为逆小波变换，FWT 是向前小波变换， lklklk uuuD ,,1,1 −= +
+

，

lklklk uuuD ,1,,2 −= +
+

， lklklk uuuD ,1,,1 −
− −= ， 1,,,1 −

− −= lklklk uuuD ，正数 ε 是用于当

0
2

,2

2

,1 =+ ++
jiji uDuD 时数值算法也能够顺利进行， t∆ 为时间步长， x∆ 为空间

网格，
nx
1

=∆ 。

以上的修补过程自始至终都是用小波域的小波系数的形式来表示的，事实

上，整个修补过程完全可以用空域图像的形式来表示和完成：用剩余小波系数重

构得到空域待修补缺损图像；为达到使得上述小波图像修补过程中的能量泛函取

得极小，我们修补或增强空域缺损图像得到新的图像，该图像具有较好的视觉效

果和其能量泛函可以取到极小或者近似极小；小波域中的小波图像修补完成后，

所得小波系数重构得到的图像也就是增强修复空域中缺损图像得到的图像，对这

幅图像做小波分解，得到的系数也就是小波域中小波修补的结果（如图 1 所示）。
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图 2 小波域与空域图像修补过程

Fig. 2 The image inpainting process in wavelet and pixel domain

2.2 非局部均值算法

Antoni Buades 等在文献 [13,14]中提出非局部均值 (Non-local means,

Nl-means)算法。Nl-means 算法不是依靠局部信息，而是利用整幅图像的空间相

关性来处理图像。Nl-means 算法对每个像素取那些邻域几何特性与该像素有一

定类似度的像素的权平均，然后用此平均值调整原像素值，因此，相比于之前的

局部处理工具，Nl-means有更加强的鲁棒性。当图像中的噪声是独立同分布时，

图像像素是高度相关的，用 Nl-means 算法可以很好的去噪，得到非常接近原始

的图像。文献[13]中对 Nl-means的一致性作了详细的讨论,本文以下不再作介绍。

Nl-means 算法在其他图像处理领域也有所应用，并逐渐显示其优越性，在速度

方面也有所进展。

设图像 ( ){ }Ω∈= iiff ，经处理后的图像为 f̂ ，在像素 i处的像素值 ( )if̂ 由在

像素 i的邻域 SΩ 中所有像素的加权平均得到：

( ) ( ) ( ) ( )∑
Ω∈

=
Sj

jfjiw
iC

if ,1ˆ ， （5）

其中正则化常数 ( ) ( )∑
Ω∈

=
Sj

jiwiC , ，权重 ( )jiw , 由像素 i和像素 j之间的高斯邻近相

似度决定：

( )
⎟
⎟
⎟

⎠

⎞

⎜
⎜
⎜

⎝

⎛ −
−= 2

2

,2exp,
h

NN
jiw aji

， （6）

其中 iN 是一个以像素 i为中心的正方形邻域，
a,2

⋅ 是一个加权欧氏距离， a是高
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斯核的标准方差， h是退化参数。

2.3 空域求解小波图像修补问题的非局部方法

在本文中，通过计算图像的标准峰值信噪比 (Peak Signal to Noise Ratio，

PSNR)来评估图像修补的效果：

( )dB
uu

PSNR ⎟
⎟
⎠

⎞
⎜
⎜
⎝

⎛

−
=

20

2

10
255log10 （7）

其中 0u 是原始图像，u是修补处理后的图像， 2
⋅ 是标准 2L 范数。PSNR越大时，

图像修补的效果越好。

用 Daubechies 7双正交小波分解图 3，其中边界处用对称延拓，然后随机去

掉 50%小波系数，用剩余系数重构得到图 4。只要把图 4作为小波图像修补问题

的空域中待修补图像，在空域修补或增强图 4 得到接近原图的图像，小波域的系

数也会得以修补。由于图 4 的许多特征都类似带噪声图像，因而考虑选用

Nl-means 对其进行处理。处理结果如图 5，可以发现 Nl-means 很好地增强修复

了图 4，图 4的 PSNR为 12.80dB，修复后达到 52.55dB。

图 3
Fig. 3

图 4
Fig. 4

图 5
Fig. 5

为模拟图像在小波域成块缺损小波系数，利用 Daubechies 7双正交小波分解

图 3（图像大小： 256256× ），分别成块去掉小波系数位于（100：150，100：150）、

（1：100，1：256）处的数据。用剩余数据重构分别得图 6、图 8，这是小波系

数缺损后图像在空域的表现，其 PSNR 分别为 16.64dB、13.79dB。经 Nl-means

增强修复后结果分别如图 7、图 9，PSNR均达到 52.55dB。
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图 6
Fig. 6

图 7
Fig. 7

图 8

Fig. 8
图 9

Fig. 9

在以上模拟实验中， SΩ 取以像素 i为中心的 1111× 邻域， iN 取以像素 i为中

心的 33× 邻域， h取为 10。以下本文在空域中解决小波图像修补问题中，图像增

强修复时选用 Nl-means方法，并同设置参数同以上实验。

在空域实现小波图像修补的非局部方法的算法流程设计如图 10，其中，

( ){ }Ω∈= iivv 为空域的缺损图像， v̂为修补后得到图像。设 ( )iv̂ 为像素 i的像素值，

且 SΩ 为像素 i的一个邻域，定义一个高斯核标准方差为a的加权欧式距离
a,2⋅ ，

设 iN 是一个以像素 i为中心的正方形邻域。度量像素 i和 j之间相似度的函数则

定义为：

( )
⎟
⎟
⎟

⎠

⎞

⎜
⎜
⎜

⎝

⎛ −
−= 2

2

,2exp,
k

NN
jiw aji

， （8）

其中参数 k控制了指数函数的衰退，进而成为相似度函数 ( )jiw , 的衰退指标。

根据 Nl-means方法，以上算法中利用 Nl-means方法由图像 v到 v̂如下式：
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( ) ( ) ( ) ( )∑
Ω∈

=
Sj

jvjiw
iZ

iv ,1ˆ ， （9）

其中 ( ) ( )∑
Ω∈

=
Sj

jiwiZ , 是归一化常数。

图 10 本文图像修补算法流程图。

Fig. 10 The flowchart of image inpainting algorithm in the paper.

在下一部分中，本文的实验将给出以上提出的算法的修补效果。实验结果表

明，小波图像修补不必局限于在小波域进行，在空域中处理在小波域中遭到破坏

的图像，仍旧可以达到修补效果要求。

3 实验与分析

实验首先对原图像用 Daubechies 7-9双正交小波进行小波分解，边界处用对

称延拓，然后随机去掉 50%小波系数，重构得到实验中的空域缺损图像。

第一组实验的原图像(图 11.a)中包含简单图形元素，对应缺损图像如图

11.b，其 PSNR为 11.05dB，图 11.c是本文算法的修补结果，PSNR达到 36.36dB。

第二组实验是对 Lena图像(图 12.a)的缺损图像(图 12.b)进行修补实验，实验结

果如图 12.c，图像的 PSNR由 11.75dB达到 34.69dB。最后是对 Barbara图像(图
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13.a)用类似上一组实验的步骤进行图像修补实验，修补效果如图 13.c，其 PSNR

从 11.15dB达到 35.98dB。

文献[11]中的修补实验中所用缺损图像也是使用 Daubechies 7-9双正交小波

处理，边界处用对称延拓，随机丢失 50%小波系数得到。本文处理结果与文献[11]

修补效果对比说明，该算法可以较好地保持修补图像的连通性原则，PSNR显著

提高，且修补视觉效果更好，因而，利用 Nl-means 算法可以在空域更好地解决

一直以来都是在小波域解决的小波图像修补问题。

11.a 原始图像

11.a original image
11.b 缺损图像

11.b damaged image
11.c 本文算法修补结果

11.c result using our algorithm
图 11 简单图形图像。

Fig. 11 Image containing simple shapes.

12.a 原始图

12.a original image
12.b 缺损图像

12.b damaged image
12.c 本文算法修补结果

12.c result using our algorithm

图 12 Lena 图像。

Fig. 12 Image of Lena.
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13.a 原始图

13.a original image
13.b 缺损图像

13.b damaged image
13.c 本文算法修补结果

13.c result using our algorithm
图13 Barbara 图像。

Fig. 13 Image of Barbara.

4 总结

本文简要的叙述了空域和小波域的图像修补问题及其技术发展，提出空域解

决小波域图像修补问题的思想。文章引入非局部方法，提出了实现本文思想的非

局部方法。实验表明，本文修补方法的修补效果更好，显著提高图像的峰值信噪

比，该思想是有其可行性的。按照本文思路，可以进行更加深入的研究，设计实

验发现那些适用于解决小波图像修补问题的空域修补算法；图像纹理部分的修补

也是需要改进的地方；同时，修补实现速度方面也亟待提高。
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